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习 题 1 


1 。 求 证 : XT nabi ntn 

CEJ: N= {р | п #0, nE BR 32) ` 

首先 ，1 EN， 因为 若 1EN， 即 1+= 1， 这 就 是 说 1 
的 后 继 元 素 是 1， 也 就 是 1 是 1 的 生成 元 素 ， 这 与 Peario 关 
于 自然 数 公 理 iii ) ， 《自然数 工 无 生成 元 ” PAo MAUNE 
含有 1 的 自然 数 集合 。 

次 设 k 是 N 中 的 任 一 元 Ж, Вр k*k, EKEN, ШЕ =] 
Ckt)*=xt, РеазоДИ у); “#at=b*, Ma=b” {$ 
到 k* = k， 这 与 假设 K 是 N 中 之 元 矛盾 ,kr*EN. 再 由 Peano ` 
Amv): “自然 数 的 每 个 集合 ， 若 它 含 有 1, HERR ЕЕ 
集合 ЛЖ нула йс Ж, 则 这 得 合 信 有 一 切 自 然 数 ” Ж, 
N 是 自然 数 全 体 ， 即 n+ #Dn 对 所 有 自然 数 成 立 。 | 


习 题 2 
1. жару, с>, KE: a+ c>b+dq，ac>bd。 
CE): 设 P 表 示 自 然 数 集合 ，2，b，c，d EP， 


( 1 ) “a>b，,, 方 程 a =b+x 对 于 x 有 在 P 中 的 解 ， 即 
a b + т, “a+C= (btm)+e= (b+) ` 
"сж ) 
EE. c >d, ~ =n €P, 使 得 c=d +n 


b+c=D+ (d+n ) = (bta) nues (ax) 
由 (*) 知 a8+c>bte,。 | 
由 (** ) 知 b+c>pb+d。 
再 由 传递 性 即 得 a + >b + d, 
( 2 )”*a=b+m, “ac= (p+m)e=be+ > e... (ж) 
“C=d+n, “be=b(ld tn)= dd + Бп (ж+)/ 
“m, n, b, с E Р, Ame bn€P. | 
УШ (=) 7 Мас, 
B ( == ) ibed 
再 由 传道 竹 即 得 ac>ba 


3 题 3 
| | 1, Wx>y, ЖШ -х<-у, 


(Ж): Фх = (а, D b), y= (е, а d), аз b, C, dEP, | 


xy 有 即 (a, b b)> (e, а), | 
| wa+d>b+e 由 于 在 P 中 交换 律 成 立 
dt+a>c+b,。 即 (d, ©);>(ф, а) 
(а, с) = -~ (с, d); | (b, а) = ~ (а, b), 


2-6 D>- G, 0), Ш -у>-х, FN- x<-y. 


А А 4 
‚ аа a Sp -F í Б) 界 的 ， кж 


ыч 127 u u ` 
E О ' 


їй 
- І ~ ai эч 
А 29% гиа 


хай: 对 于 8 里 的 各 个 s， 有 一 个 整数 b( B ) 着 在 ， 使 bs 


8《(3>s)》。 求 证 ;这样 的 S 含 有 一 个 最 小 〈 最 天 ) EZ, 
【证 ]， 先 证 任 一 非 空 的 上 有 界 的 整数 集 S 必 含 有 最 大 

元 素 , 假 定 S+ 表 示 8& 中 全 部 正 整 数 的 集合 。 当 Si 尖 杂 , 考 察 集 
b 


+. a 
E. . ` А 1 ` 

Р җы] e `, m 2 
ая z . . . Т " 

т." 


„М 
F1 


H = {h | h2s,, s: 是 9; 的 任意 元 素 } ИИИ 
CSLAS, MUSE EAA TEER h рр, 
中 的 任意 元 素 s;， 都 有 hi 之 8+， 光 niE H, НЕ Z= 的 

然 数 的 集合 ， 根 据 关于 自然 数 的 性 质 (0, ), НВ МЮ 


h, 存在 ， 使 得 对 任意 的 hE 了 ， 都 有 hz>zh。 此 时 ， 显 然 a 


有 h, ES., 因为 Яа ho сэ”, 则 对 ДИН BJ SES ЖН 5+ | 
<, | | | 


的 假定 矛盾 。 
S,ES，.…hoE S。ho 就 是 S 的 最 大 元 素 。 
S,= ШЫ, FOES, онай 
осв, 考察 集 人 台 - 
= {в | 为 g 的 元 素 ) 对 于 任意 s€ S, 都 有 s<。 


>- >o. 即 8/ 是 正 整数 ( 自然 数 ) 集合 ， 由 关于 自然 数 的 
О 性 质 (O，) , S 有 取 小 数 ~ Sp, 对 于 SS’ 中 任 一 元 喜 - s, 都 
有 | 802-8, 


So 之 8S， 即 5o 是 > 中 的 最 大 元 素 。 з-с, 
峙 证 任 一 非 空 的 下 有 界 的 整数 集合 S 必 含有 最 小 元 Ж. 


O 设 s1 是 S 的 一 个 下 界 ， 则 对 任意 的 s€ 8 都 有 si «8, А. -s,> 
1 是 集合 S' = { 一 s | s 是 8 的 元 素 } 的 上 界 ; 据 前面 
з ЬШ, S 含有 最 大 元 素 - s。 即 对 二 “中 任 一 元 素 — s, 都 有 ~ 
66-80, 8 之 50， 即 s 是 集合 的 最 小 元 素 。 


2. Жх20, Ща Ix] =x 但 车 x<0, Дах. 
= 一 X， 求 证 7. И Г 
ху] = |х| ly _ \х+у| < сх 11 


于 是 st<ho+(-1)。 而 ho+(-1)<ho. 这 与 ho 最 小 并 


_ 2 ) 若 x*、y 辐 号 ， 分 两 种 情形 ， 都 是 正 数 时 ， 


CHE): 先 证 第 一 式 。1 ) 若 x，y 有 一 为 0， 等 式 显然 成 
立 。 因 两 边 都 是 等 。 

2 ) 着 x、y 异 号 ， 不 妨 设 x> 0 ,у< 0. №ху< 0 于 是 
| ху | =- (xy), Wix] =x. |y! =-у,{$]х|]у|= 
x(-y) = - (xy)。 等 式 成 立 。 

3 ) 若 X、y 网 号 ， 则 xy 之 0 xy] =xy. 

分 两 种 情形 ， 都 是 正 数 时 ， | x | =x，|y| =у, 得 


Ix] [了 | =ху„ ЖЕЙН, |х|=-х, [у= у, 了 


得 上 x | [у = ( -—x) (=y) =xy. ЧЕ А, {Ш, БЕ У/ в 


骨 证 第 二 式 ，1 ) 若 x*、y 异 号 ， Л ак ху... Оп 


И ]х+у]|<]|х], TE|x+y] S|x]| уі. 


Ix+yl =x+y= [x] + [у] 


都 是 负数 时 ，|x+y|l|=- (x+y)=(-x)+(—-y ` 


习题 5 


1 。 求 证 ，q 与 是 唯一 的 
СВЕ J: 设 a=bqi +r, 0O<r,<|b|, 
Xa=bq,+r;, 0<r,<|b| ° 


则 bq, +r, =bq, +г,, 于 是 b (q, — q, ) = r, ~ ris 得 | | | 


[bCa =a) | = | r, -ri | / 
Edd O0, 则 左边 |b(qs - q, ) |= [| |q 
Ta | >l b| 而 右边 | rs -ril< |b] ‚Ж ЖТ. 
故 必 qi —q,= 0, Hb (q, — q, ) =Y, Yf. {$r Tr] 
= 0, Hdi =d, г, = rs 


第 一 音 。 半 群 及 群 
J m 6 


。 在 整数 的 集合 里 定义 二 元 合成 了 (x， 7 x+y, , 
жег лаа ж. 


| _ (2n-2 5 
解 ， HN) = rC n— 1)! 


„куут щш имин 

С (a,a,)a, )a,= ( (а,+а,”)а,)а, 

а, =а, +а,2 +аз2 +а,?; 

(а, (а,аз) ) а, = (а, (а, ғаз?) ) а, 

=a, һа,? +а,? + да,а” +аз“; 

(aa, (аза) = (а, +а,?) (аз +а,:) = а, + a,? + (а, + 
2,2)? = =а; taf +a,’ + 2a,a;,? +a,‘ 

а; (а, (аза,) ) =a, (а, (аз+а,?) ) =а, (аз+(аз +а,?)*) 

=a, (а, +a,’ + ёа;а,? +a, ) 


0404) = 5, ір (xy) 


1 


(а, +a, +a) 


=a,+(3n, +3a,2 + 2a;,a,2+a,,l)' =a +а,? + 2a,as? 

+ Aa, a +a, 2а,а,*+ да,а, + база,‘ t AEs 

a, +a,’ I | | 
ai ( (а,&„)а,) =a, ( (а, +а;?)а,) =a, (as+a3 + а,*) 
ош ау+(а,+а,%*+а,2)5%=жа,+а,°%*+ 2a,a,* + 2a,a,* + 
аз + даза, +a, | 


2 。 对 于 一 个 给 定 的 二 元 合成 ,我 们 可 以 用 归纳 法 定义 mn 


个 元 素 的 简 ачаг, W Hua,, ,ar 的 简单 积 ， 
vija e; an Н ЗЯ, EA: 之 87 个 元 素 的 任 一 个 积 


5 


(a, + A, + aa. 


А . 
„ыб 

. e h, 
АҢ Ta, , 
` W. “ 


КЫА " 
. м. О w 


7 


ОЙ 
М 


уд 
Z Say 


可 看 作 * 个 元 素 〈 它们 自身 也 是 积 ) 的 简单 积 。 
[证 ] ， 对 r 施 行 数学 归纳 法 ， оз 
当 r= 1 时 ， 之 2 个 元 素 的 任 一 个 积 ， 由 给 定 的 二 元 合 。 -> 
成 结果 是 一 个 元 素 ， 所 以 它 可 看 为 一 个 ) ЖЫ RR, 命题 
成 六。 | 
设 为 r= КЕ, 命题 成 立 ， 即 之 2* 个 元 察 的 任意 一 +E U. 
可 看 作 x 个 元 素 的 简单 积 ， 现 证 对 r=k+ 1 命题 成 立 。 
> 2k*! 个 元 案 的 任意 一 个 积 由 合成 最 后 结果 总 可 表 为 ueV。 у e 
因为 元 素 的 个 数 之 2k*!， 所 以 u,v 中 至 少 有 一 个 (不 妨 设 d) O 
”所 含 元 素 的 个 数 3x， 由 归纳 法 假设 ，u 可 表示 为 K 个 元 素 С 
的 简单 积 ， 把 v 中 所 含 元 案 全 体 看 作 一 个 简单 积 ， 所 以 之 o 
"2+! 个 元 案 的 任意 一 个 积 可 看 作 K+ 1 个 简单 积 ， 所 以 对 于 
FEARI, 命题 成 立 。 
| 习 题 7 
А 命 G 为 实数 二 维 组 ( a， b) 的 全 体 ， # Hato, 
лясаивена 59 
(a, b) (с, d) = (зс, be+d) K 
来 定义 ， 验 证 ，G 是 一 个 群 。 с клр 
[证 ] 1). ië Ca, b), (б, DEG, ao, 0o O 
ласт 0, 且 be+d 也 是 实 СЖ, ЕХ ( a, b) (c, d) = Cac, | Оо 
bett) EG — `` эн 
2 ) С (аъ) (c,d) ] (e, D= (ас,ре+@) Ce, f) Е 
ие = (асе, рее + de+f) 
(а,Ь) C Ced) Ce,f) ) = Ca,b) C ee, de+f) 
| | = (ace,bcetde+f) ск 


Е nC бао) Cod) 2 (е, = (а,Ь) (cd) (6,03. М 
К 8 ) (1;0) 为 6 的 总 等 元 ; (O(ab) у. 2. 
К = (a,b) (1,0) = (a,b) О ү ү 


(a) = (аі, = ba CG, as 0, Á, af 
be . 意义 。 | | | | ` .... 7 .. Ё : 2 к К 


x . - . бз 


1 О . | (a,b) (a~t ~ рат‘) = (130), (a ' ; Ьа!) (a,b) 3 


r л a + 


Олы ос = (aabt b) (1,0 ОШ. — n 


11. РЛ e {йо ке, 这 元 素 叫 做 同 势 元 素 、 
Ко (REFR. WH: 涪 里 的 同 势 元 素 是 e= їс у 
LOSS {ЕЁ}; Болот, М И и š 
11 í eEG, -Hie € G. Е Е вет !， 则 得 :… 
МЕ 76 oo iia Le2e-L= ee"! =1, 而 a?e-! =e и a 
Я saa ,求证 半 群 G 如 果 具 有 下 列 性 质 ，. MRAR, 
сона ль. С) G 的 每 个 元 a 对 
一 个 看 道 元 。 оз 
Е Саш, 对 任意 的 asE G, F CH), #Eb€ Gab: 
ТТ 秽 要 证 b 对 于 1r 也 是 a 的 左 道 元 ， 即 ba=lr o o o, 
Ж. babsb(labp)=olr=b зт 
EEG， 存在 CEG， 使 得 9c=1:， 把 上 式 两 边 同 右 本 ce 得 
~” babe=ba (bc) =bair=ba=bc=lr | 
8 ba=l-so (a) _ Wu 


再 证 右 恒 等 元 1* 也 是 左 恒 等 元 ， 即 lva= a。 


“1га= (ар) з=а (а) =alr= 
х= 1, H ( * ) АЫ AREXE, es b Z. май 
IC, САУ Е, 
8. С): E, 且 对 村 元 素 a 与 by 方程 ax = Куг = 
都 可 解 ， 证 朋 ， G 是 一 个 群 。 
【证 ] ， 设 eE GED ах = a 的 解 ， 即 ae=a 
对 于 G 中 的 任意 元 b， 方 程 ya = b 在 G 中 有 解 ， 
yae= (уа) е= бе ` 
уае= у (ае) = уа= р, `>, һе = 
即 e 是 G 的 右 恒 等 元 。 


又 ， 方 程 ax = 在 G 中 有 解 ， :. 群 G 中 的 任意 元 8 关于 E HE о - 


жей OTIL, ШЖ 2 题 知 G 成 群 。 

” “4 。 如 采 相 消 律 在 一 个 有 限 半 群 里 成 立 ， 证 明 ， 这 半 群 
是 一 个 群 。 | 

(Ш): 令 G= {а,, as…an} (其 中 ai 各 不 相同 ) 是 一 
TAMER, ER a€ G, 作 集合 G1 = {aa aa eaan}, 


显然 G, 中 欧 每 个 元 素 都 是 G 中 的 元 素 ， 而 且 当 izj 时 ，aaiz 
= aaj, Жал =a, NARR hi 得 ai=aj， 这 与 候 


W JS. „С=с, _ 
于 是 G 中 的 在 一 元 素 . 78 DE. 为 b = 3j 即 方程 ax = b 在 

G 中 有 解 。 同 理 可 证 -m=b 在 G 中 也 可 解 ， 
”由 第 3 题 知 G 成 群 ， 


习题 9 


1. 验证: 形状 如 ( 1,b) 的 二 PANTRA MRIN 
7 的 第 1 题 里 所 述 的 群 的 一 个 子 群 。 


8 


a. . быз 
f 3aA32 7 = 
` 


(CE): не ( (C 1,b) | pb 是 实数 上 ， 
1) C1,b) (1,6) = (1,b+c) EH ` 
9) (1,0) Є, (,0)(1,b)= (1,b)(1,0)= (1,b), 
З )(1,b5 = (1,—-b)€ H, ара, -bX=:CL, =b) 
(1,b)= (1,0), HAGA TR. 


2 зав. сани Я ко 


жа Sba HPI, ab '' € H, 


[证 ] DE: HEGTE, a,b€ H, Wb CH 


“ЕН, 


充分 性 :i ) ЖЪЄН, 1 =bb '€ H, H) ,be 百 


Bjb'!= ib EH, ii) Жа, ЄН, Щр"! EH 
4(b-!1)-!=ab€ H., нусу: 


8 。 求 证 ， 有 四 了 


习题 8 第 4 题 》 


“证 ] ， 设 也 是 群 G 的 一 个 有 限 子 半 群 ， 因 相 消 律 在 G 


时 成 立 ， 所 以 在 痉 里 也 成 立 。 由 习题 8 第 4 题 知 苹 成 BE, BH 
互 是 G 的 一 个 子 群 。 


4, Rus ало 66 rit mitsa, kin 2 


На Fo 


(uE ): Жа, bE AHM a; b 属于 各 个 二 SEAH И К 


都 是 GB T By, лау € А Н.а! ЄН. AGH 


一 个 子 群 。 | 
| 5. ано ез, 求证 ， Sa 可 交换 的 元 训 | 
的 集合 G(a) 是 G 的 一 个 子 群 。 | 


CHE): 12 60а) = {b|a 为 G 中 一 固定 元 素 , DEG, abe 
ba} , 则 1EG(a)… la=a1 =a, “Gl(a) 非 室 ,， 


ў ы ¿ _ И | : . Я .' Д : . `. x lÀ а 
п аа офа а аат Ачар 


= : бо. т 
`"... т 
h сүз .. ` 
. К 
Р k a T с-з. 
! А aÜ Са, 


ee Miba=ab, casae, НИЯ 
| (с) • а= Ъ(са) = (ас) = (ра)с= (ар)с=а (о) | КЕ 


7. Авба) o 
”对 于 b€G(2). “ab=ba, “b'labb'!=b''bab`! 
Hib ‘а= abt, J. b l€ G(a), 

故 G《a) 是 G 的 一 个 子 群 。 


‚ и I 习 题 10 


o Le xox 是 一 个 同 构 ， 求 证 ，1 的 象 1' 是 第 二 个 59 
с ВЮ, Зда) = (ar), И oo _ 
С 设 & 是 第 一 个 群 的 任 一 个 元 案 ， 它 在 同 构 映射 下 的 。 U 
eT © ер 1 -а)/ = 17а/, Cay =a С 
EI EGBE ON absah ` í C. ГЫШТА 
а'1'=а'‚ МЖС, OO O a 


ЫР l ы. Шуу ш. руи се р 
У/-= (ва) = 17, (ат) а! = (а-а) = 1/ 


r 
бю 
dr 


ЗЫ 


с^. 
і 
ми 


1 
©, э r 


Paer 
nia AT 
PA ч. 

трн 


в 
ж 
7 
> 4 
> = 
1 m 
к 
Ше, 
+ 
бол 
ЕР 
в 
Ж 
3 
У 
Е: 
Rir 
ж 
= 
с 


а 


сваею линет о Еи 
С ] :这 个 映照 不 是 间 构 映照. | 
И I | е: e. 0 фа 0 + 9 кт, k= + i ‚+ 2 ; jei? = ei(8+ кп) | L ` 
DO PSARAS í O 


. . - ` ' . . И жі ч 
* ` ` А т © Е - | | . x 
. БН _ " ` + x ` ' ` н . ` ' . 


SS 2 3 4 Sy /1 2 383.4 5 О 


o 1. а= B=( o и 


2 3 1 5 479 1 3 4 5 2 e А 


. 计算 a В, Ba, 及 a 1 С 9ч я с 


ll 


. 5 
з. П - 
е, : 

' Ё 
Сов ` K... А 

Ы А ШИ) ' ` 

А Vash. - io 
AF: у. косы 
"кейде, 


„к! 
эйр. + 


"3 
А 

= 
. š 
' 
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cap- E 37. ， 


TD 
е; 
| 
— 
сә t 
К сз 
(л к. 
Qo в m 
w 
ee 
t 
со t> 
— со 
сл += 
+P Л 
1! 
Р 
ы 4 
= bò 
tA t 
ú= i 
сә сл 
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5 2 =(, 2 ， КИИ : 
° SASER HERRER 
сн). S: 的 元 素 有 831 = 6 个 ; ` 


1 2 8 l 2 3 . :1 g B. o o, | 
Ты . ) a, = [ ) os=( ). 9 
| l 2 3 l 3 2 | 1 1 8/ . м 
Е Е 1 2 g ! 2 3\ зу o n с} 
oh ， 
` 2 3 1 3 1 27 3 2 1⁄ ` d 


О 
О 


Q 
Q 
a a а а Q а 
Q 
Q 
[| 
Q 
čb- 
Q 


5 з Os О, Сб, O. 
` | С ai G, О, Os о, Os С | 

3 。 验 证 下 列 变 次 成 一 个 变换 群 ， 
т. | L 2 3, l 2 3, /! 23 и í ` U 2 ЕС 27 
> ` q 2 ‚), \, 3 J, (, 1 ,). О : š 
СЕЈ: 这 三 个 变换 就 是 上 题 中 оу с, os Е : 
{0,5 Оа, С) URAKRA ， g=, ЄН, 0 б‹# 
o.EE, os.0.=0.,€H, | | 
G O = 0o, EH, oO GO, = O, CH, 


Sile 


G.G, =0 ЄН, 


| 1 1 


是 中 任意 二 个 元 案 的 乘积 仍 为 HH 的 元 素 ， | | 
с, Н H ЖЖ. о,бСб,=О0,ОСүу=0,„,О,уО,= | | э 
с„б,у=0»,О у! = G ‚ЄН, G 4 '=05€H.0s =O, | =, 
5н ШШ. | са 
t. $ 6 里 那些 个 例子 是 变换 群 ? ` 
: 例 8 与 例 9 中 所 述 的 群 是 变换 群 。 
E б. 验证 由 法 则 x~>ax+b，az 0 给 出 直线 的 变换 ТУ 
”合成 一 个 变换 群 。 还 明 这 个 群 与 习题 7 第 工 题 里 给 kul E 
.. 【证 ) ， 记 变 换 х-»ах + bg g (аз), 仿 T= {о а] х ra | К К 
oo (аъ) =ах+р } | ин КУ 
“映照 X 一 ax +b 显然 是 映 上 的 且 1 - 1 的 。 | 7р 
ATÆ- 工 变换 的 集合 。 又 因 эш 
S CIJ Ехо (аљ), G (еа) ЄТ. Ж Е 
E xO (ањ) (4) ) = (ах+р) o (оа) =с (ах+) 
L s. +d=acx+be+d=xg (acberd) | Й 
К лоба) (е4) = G (ae,be+a) ЄТ. Си 
EE Cii) o 0, ТАН елж. © (1%) 0 (ањ) = О (мз). 
O (1,0) = О (a,b) | У и 
С) o (a- 1,-a- tp) ET 是 0 (аъ) ИЖ, с оз 
. С (al， -а”!ь)@ (asb) sg (аһ) О (ai-a- b) = =m 


Se С (;,0 MATA 变换 群 ， 


令 g (а,ь) > (a, b) =0' (a,b) 
, 这 个 对 应 显然 是 і 一 1 且 映 上 的 。 


Eo 12 


但 因 (x,y)->(x+a,0) 不 是 平面 上 映 上 的 1 - 工 的 变换 ， 故 
G 不 是 一 个 变换 群 。 


T xw! 
е 
т ` Ы 
Кш 
сЕ. 
x — 
Гек А 
КА 2 
A 
= ç 
Ф731. 
Та... 
төк. 


1, 9,6 则 Ss 的 ( 右 ) 正 则 实现 为 : 


“© (a,b) O (е,4) = © (ас,Ье+4) | 
`. C с (а,Ь) O (0,4) ) = 0” (ае,Бе+ц) = Сас, bc+d) 
ШО '(a,b)G (оа) = Cab) • Ced) = (ас, be+d) 
`2. CO (ањ) O (ed) ) = G ! (а) O ” lod) 
.这 个 对 应 是 园 构 对 应 。 
MERTXE (а,Ь), а= 0 对 于 给 定 合 成 法 所 
构成 的 群 司 构 | | | О 
6, WEHE (x, у) = (x+a, 0) УЮЫ 上 变换 
的 全 体 关 于 积 合成 组 成 群 。 它 是 一 个 变换 群 四 ? | 
CHEER (х, у) = (х+а, 0 ) ZJG s, 令 G= { о 
| a 为 实数 } 任 到 oa，g bE G, 
(х,у) (9.0: 2 (х+а, 0) въ (х+а+ь, 0) = (х, 
у) Са,Ь оН 
e0300 СаььЄ G, 
o ÆGRI: о, Са= баб о= Са 
O -ac G 是 aa 的 首 元 ，g aG a= Gag-a= Со 
Xs 变换 的 乘积 当然 满足 结合 律 ， 改 G 成 群 。 


i t, 
- - эң, 


3) 题 12 
， 写 出 Ss 的 正则 实现 | | | 
з, 依 习题 11 第 2 题 里 的 记号 ， уна сайн, i= 


/1 2 3 4 5 8 ‘Jl.2 3 4 6 6 
OO r= ), ТЫ 
| \ї 2 3 4 5 6 2 í 5 6 8 4 


Ы 
= 
L РА 
л 
а а, 
боба 
r 
+ 
= a 
' 
х 


| 128 4656 | 1 2 3 4 5 6 
os>asr=( ‚ ), G ,—2 g ‘= [ | | 


1 2 © 5 4 2 6 5 E 2 


| | 12 3 4 5 8 t 2 3 ; в, 
D G зол rp Š ` | 


6 2 1 4 3 
习 81 13 


1. ЗТ TRIR 3 
CHEJ: Ca) LNE, ats 
则 〔a ) 的 子 群 共 有 qd(12) = 6 个 ， 它 们 是 : 
(a), (a°), (at), Cat), (a°, Cats 41}. 
2; Ф Z = Cair С<оо ) 阶 循环 群 ， Ж a” юй 9: 
Jë (r s J/m=r/ (m,r) + Е f 
(ЖЕ). се Cm, Y ) Фо, 的 最 大 公约 数 ， FA вж 
m=dm,, Y=dri, (ту, Y) = 1, 
E A 
又 假设 3 是 使 ( am)s= 工 的 任意 正 整数 ， 则 
Hams = IAY | ms, “дүү Тат, 8, Y, | ms. 


Ста пыта, ЛҮ, [s 0-15 


Е олату ВЕ, гапу a - | 
| х (m, Y ) 表示 m 与 Y 的 最 小 公 倍数 ， 而 mY = (m, YJ 
° оп, Y), 


(оту Y) 
¿m YJ. Са, aam. 


8. 求证 ， Y 阶 循环 群 从 含有 由 (Y ) 个 生成 元 素 ， 这 
ст) ОЕШ) WABO RESY T EA CE | 
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即 (Y ,hn) = T) 的 正 整 数 h 的 个 数 ， 


[ 证 ] : Саз у 阶 循环 群 ， 则 a 的 阶 数 为 Y， Жа = 也 是 
[a) 的 生成 元 , 即 Ca] = Сат), 必须 且 只 须 ama 的 阶 数 也 是 站。 


л; У Ү 、 
由 LATI amk RJ Cm, Y )' 要 使 下 y= Y, VME 


Лт, у) = 1, тУт EÑ, [< Y 而 与 Y ERBE 


整数 个 数 为 PCY ), k Y 阶 循环 群 恰 有 中 (Y ) 个 生成 元 素 。 | 


4 。 求 证 ， 下列 两 性 质 的 每 个 都 是 Y MERRE =st) ` 


阶 子 群 HH 的 特点 ; (41) 理 是 G 的 元 素 的 s 冠 的 集合 。 _ 
(2 ) 也 是 能 使 ht = 工 的 元 素 h 的 集合 。 

(TEJ; WG=[(a)= ( 1,а, а®%,+за! } ЖҮЙӨ ЖШ, 
对 Y 的 一 个 因子 ， 由 811 定 理 4。G 有 了 唯一 的 * ИЕН, 
Н Н={а®ў= { 1, as, (as)?, + (ав) y ` 
C1 ) 现 设 豆 , 是 G 的 元 素 的 s 赛 集合 ; 

ji m { 1, аз, (а?)з, +з, (ar- sj = { 1, as, 
. (аз)?, Өө, (аз)т-! } 
ЖНСН,, 9 | MAH CH, | 
任 取 (as)mE Н, Фт=р+а,‚, 0<q<t. 


“H =H 
(2. ЖН, = (h |h€G, ht= 1 } | | 
任 取 (as)i€ НЩ) C (as)j ) t= (ast)j = (ат) = = 
“(as)i€E H,. ..НЄН,, 
{Eh= a*€ H,. O<k<Y. 则 (at=akt= 1. 
NY | kt. 即 kt=lY=lst。 ° 


ao 


(as)m= (as)Ptia= (ast) P. (as)q= (ах)Р: (а%)9 = (as)q 


` x 
ч .. 
u... 
C% w- 
ът 
АТ 
w 
.. .. í 
йды ынды... 


ini 


Р H.,= H. WH, = H. | | С 
Я Оз оя шо Сол 
З 1 。 设 将 8 的 元 素 写 成 ，( 1 ) 不 相交 德 环 的 积 ,(2) 对 。” = 
换 的 积 .决定 A, 的 元 素 。 О Оу 
| (Ж). | 
i (1) 71 2 3 4 | 1 2 3 i 
1 ‘a ,=( . )= (1)as = ( )= (12)(34) сз 
- 2 3 l 3 

| 

\ 


3 
a 

| 

ЖО | . 

б Ке 1в, Blh=ak=als=(as)1€ H, =H, 
i 

x 

Е 


к 
со A 
аб 
бє. 
КЙ 


рў р -k Е 2 
Е т Ыр к l — сз 

£ à КААП КАН) F.. л А о, 
p E - 


ООА 
Л: 


ii 
@ 
A 
li 
— 
м _ „ 
м 
Je 2 
ee 
H 
— 
t . 
. ж. 
С 
wa, . 
Q 
һә 
| 
—— 
i 
ы 
сә 
фь 
м. 
i! 
— 
ы 
м 
бм 
v 


БЛ, 
к А. 
R .. 
1 
— 
== j 


Ei 
ы 
m. 
со 
Ф. 


ЖП 


ы 
© 
а 
li 
со 
í pa 
il | 
. — 
Fa 
| Мә 
р" 
Q 
| н 
„ 
| 
— 
і 
ta 
©з 
$ ін 


ы 
+ 
1 

r ` 
Ж 

[Ч H 
"ki 

P Ë = 
K 


3 


= (1324) G ，: -( .)= (1423) | 


) 

1 
Е з ‚)= азда, = (7 | | -ao 
РА 

) 

)= (1432)a =(。 в а 


2 1 


)= (14) (23) Е 


" чо. С 
кмс = ' 
лото, 
` x. . E 


(2)a,=(1),@,=(34), а з= (23) (24), а, = (23) 


а 5 = (24) (23) a = (24) а; = (12), а s = (12) (34) 
© ga = (12) (13) (14) а 10 = (12)(13)a 17 (12) (14) 


(13).®,,=(12)(14),® 15 = (13)(12)@®,,=(13)(14)(12) 5 


а ,5 = (13), 9: = (13)(14), a 17 = (13) (24) ` 
а 1g = (13) (12) (14), 9; = (14) (13) (12), а, = (14) 


= Т С (02у, а= (14)(13)，a ss= (14), 2 28 = (14)(12)(13) 


А,: +Í osama 
Qi 02+} 


2 。 设 n 之 3 ,求证 ，A1: 的 任 一 个 元 素 是 三 元 循环 (abe) 


的 积 


CE): A An 的 任 一 元 素 都 可 表 成 偶数 个 对 换 的 积 ， 故 只 


须 证 明 任意 两 个 对 换 的 积 可 表 成 三 元 循环 的 积 。 


设 (ab)、(cd) 是 任意 二 个 对 换 。 
. (1) (ab) = (cd)， 则 (ab) (са) = (ab) (ab)= 1. 
“nn 之 383， 至 少 存 在 一 个 异 于 a、b 的 元 ce， 使 得 
1 = (аре) (аре)! = (abe) (аср) 
(2 ) 若 a.b 与 c,d 间 有 一 个 元 素 相 同 ， 不 妨 设 a= c, MH 
ab) (сй) = (ab) (ad) = (abd) 


: (8 уфа, b 与 c,d 都 不 相同 ， 则 
(ар) (са) = (abd) (аса). 


2] 题 15. 


， 在 8。 里 决定 子 群 碧 - (1, C12) рад 
Ss= { 1, (12), (13), (23), (123), (132) } 
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= -—— : =- A = - тру =т=т ан 9-3 -= = poroz - рт 
C'R ` = 
` ' 
+ 


613) Н= { (13), (132) }, 
(23) Н = { (23), (123) } 。 


“Ss 关于 HH 的 右 陪 集 分 解 为 


| Ss = Н + (13)Н + (23)H 
Х'Н(13) = { (13), (123) } 
Н(23) = { (23), (132) }, 
"9. РНЕ АЈ 
Әз = Н+Н(13) + Н(23) ` | 
2 。 设 V 是 平面 上 向 量 群 ， 合 成 用 向 量 加 法 ， 求 证 由 


原点 出 发 而 终点 在 和 0 的 一 条 定 直线 上 组 成 一 个 了 群 ,关于 с 


这 个 子 群 的 陪 集 是 什么 
СЕ: а 为 过 原 点 的 定 直线 1 上 的 一 个 非 过 1 向 Ж, 由 


“原点 出 发 而 终点 在 1 上 的 向 量 全 体 记 为 J， 则 H= (ka |k 7 


是 一 切实 数 } | 
显然 ，H 是 平面 上 同 量 群 V 的 非 空 STE, NAH: Е 
1) ЕНК, а, ka EH, 则 , к,а +К,а = (К, + k,) 


А “ЄН, ( '>Ку+К,{Л59ЖҖ) 


2 ) 0=O。，a €H 是 H 的 恒 等 元 素 ; ka + Оа =ka, 


3 ) 对 于 ka ЄН, 有 关 元 - (ka)=(-k)aEH `° ~ 


( -上 是 实数 ) | | 
| Ка + (-k)a=0a, | £ 
HH 关于 向 量 加 法 构成 V 的 子 群 。 
УХТНЕВ Е В + 五 是 始 扩 在 原点 0 终点 在 过 TE В 
反而 站 行 于 1 的 直线 上 的 向 量 全体 。 
3 。 设 Hi 与 HH, 是 G 的 两 个 子 群 ， 求 证 : FH, NH 的 


任 一 个 陪 集 是 关于 了 ,的 一 个 陪 集 与 关于 本 ,的 一 个 陪 集 的 交 。 
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利用 这 结果 来 证 明 庞 加 赖 ( Poineare’ ) ZM, ЕН, 在- 
G 里 有 有 限 指 数 ， WH, NE, 也 有 有 限 指 数 。 
[证 ;只 对 右 陪 集 情形 证 明 ， 左 陪 集 情形 类 辣 。 


令 H= Н, ПН,, “Hi, Н, СШ T Ë$, “Наб ÆG 


子 群 。 


а 


w xH= { хХА|ҺЄН,[ПН,, x €G); . 


pir. MFE x H = X CH: NH: ) = xH, N x H, 


ТЕЙ хХҺЄ xH, ©2ҺЄН,[ПН,», ¿h€ HHhEH,,. 


ЛхЋЄ xH,, xh€ xH,, 因而 xh€E xH, f xH,” :: 


Вр. x H&xH, (| x H,. | 

反之 ， 任 取 aExHif xH., Щає x HHa€ x H,. 

即 a 可 表 为 a = x hi = x h,, 其 中 hy € H,, h ЄН, š 
记 


由 相 消 律 得 hi =h.,=h, ‚а= x h, 
"ҺЕН, НҺЄН,, ..ЛЄН,[ПН,, 


„а= ХһЄ x (H, NH, ) = x H, | | 
кН, хн, C xH, AmA x H = *H. zB. 


今 利用 这 一 结果 证 明 庞 加 赖 定理 ; 


因为 Hi 与 H, 在 G 里 有 有 限 指数 ， 即 了 HH1 与 H， 在 G 里 不 同 


” 陪 集 的 个 数 是 有 限 的， 而 Hi ПН, 在 G 里 的 每 一 个 陪 集 都 是 
关于 五 ,的 一 个 陪 集 与 关于 瑟 ; 的 一 个 陪 集 的 交 , rH IH, ` 
在 G 里 不 同 陪 集 的 个 数 也 是 有 限 的 。 
数 是 有 限 的 。 


Ш.Н, пн, жон 


4. UHH: 是否 定义 一 个 《 单 值 ) 映照 昵 ? 


[证 J): 一 般 悄 刀 下 ， x H>H x 不 是 一 个 ( 音 值 ) 映照 。 
这 是 因为 ， ЯА x H = yH, Hy lx € H, 而 要 使 XH>H 


Я -a 
2.74.7 
л Ж 
| . . É. > 5 
x k стая 
Ë] - - Жы А зз LU ДАЙЫ 
Тт уй еш 
А . . КЕТ ЫБ 
9 ' | | Ач = 
, „а 
| . 5 КЮ 
- м 2 ке, = 
EE EE 
. " . КА Y r “асе x 
_ . ИШЕ бош Ы n 
.* rt ' 
' КИ" 
„* 4% Ta a 


+Ъ (аж 0) 所 成 的 群 里 是 不 变 子 群 ， 


x 能 够 定义 一 个 映照 ， 必须 HX = Hy, 也 就 是 必须 xy-'EH 
但 由 于 y-! 与 x 不 一 定 能 交换 ， 所 以 y-! x € H 不 能 保证 推出 
xy-1E 了 ， 所 以 这 个 法 则 也 就 不 一 定 能 定义 一 个 映照 。 
例如 记 Ss 的 子 群 8S;=H= { (1),(12) }. 由 (23)H= ` КО: 
(123)H= ( (23), (123) } 而 H(23) = {(28),(132)},Н(123) y ` 
= ( (13), (123) ) HIH(23) + Н(123) х Нэх ЖД ey К 
Bh ES, 
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1. 求证， 任 一 个 指数 是 2 的 子 群 是 不 变 的 ， 539 
сај ананан гюч, мохтнюкева ` “…、 
PED _ К 
| G=H+ Ha =Н+ан, (a е Н) | Жа | 
因此 ， 当 aEH 时 ， 有 Ha=aH、 о 
має Ню, На= Н, аН=Н, ^ На=ан. К. 


хН=Нх, ОЗО 
故 H 是 G 的 不 变 子 群 。 
2 。 求 证， H= (1. (12) ) 在 8 里 不 是 不 变 的 。 ч 
С (ЧЕ): 取 (2 8)Є8,, M. 8 
(23)H= { (23), A23} > КЕ 
ТЇН (23) = { (23), (132) } 

ЛД (23)H =Н (23), | 


` ЖКНЖЖӘ8, НЛТУ, 


3. ЖЕ: H x > x +b 形 的 变换 构成 的 子 群 在 变换 x >a k 
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JEE B Y CH. 


[证 2: #б= {а | хатах то а=0},Н={8В8| 
xB=x+b} | 
“中 的 元 是 G 中 的 元 在 a= 1 НЕН, ` НАВ 
非 空子 集 。 又 因为 
1006, Y € H, ах Ву) = (x В) у= (х +b) Y 
= x+b+e= x +(b+o) 


2 ) 恒 等 变 换 1€ 晶 。( 这 时 取 b= 0) | о 
3) 对 于 BEH. ABT: хВ = x+(-b, „ВУЄ 
Н. ВТИН ЖСР. Oo% 

НК, ОНЕ Ура: х оәах +с,. (az 0 ) KH ` 
任意 元 B: x 让 x +b, | 2A 

| е е = 1 — -1 — 1 _ С Е 

. x(a Ва) = (хат) Ва= (ахта) В а 5 
=(—(xz+b-—Ja=C + 5) 了 


=lax+o+ 6. y 5 O 
a, | ) a, а а 。 О. 


„в ' Ba CH, Ha !Ho CH, ис | Е 
故 豆 是 G 的 不 变 子 群 。 | | Е ! 93 


OJAT | ур 

1 。 就 前 面 各 个 例子 决定 同 态 核 。 
(f) (1)… 9 ->eie 是 ËR, JU = {е | 0 273 x 数 ) 上 的 一 个 
同 态 。e x= 1 是 U 的 便 等 元 ，… 同 态 核 为 2 ] ={2k S 
саула, В) эа 是 V 到 R+ 上 的 一 个 同 态 ， 而 0 ER, ©. 


. ыз бу ТТА: А, 
” о, toome pno MAR aioa Те ва м, 
. .. 17. . I a. 2и Е aari ка р НА, sa 
“ б ЕА r". ' w: = А амн sa грані, ..: А". 
` 7 ` һа % "= - ah к AE, 二 mE a! TF > ` =r 


27, йн," 


е: 


ABSE MUASI, B) | BEREA) MP 


ШУ EASRA 0 уо A 


(8)'ё'т-—>х (т) -| 1 мт (8 E 
w 1 4 E шй 


是 Sn 到 { 1,- 1 } 上 的 一 个 同 构 ， 而 1 是 {1,- 工 的 恒 


等 元 ， 所 以 同 态 核 为 An( n 次 交代 群 ) , 


(4 ) 设 a 是 群 G 的 一 个 固定 元 素 ，…n->an 是 IT+ 到 G 内 的 


一 个 同 态 ， 而 1 是 G 的 鸽 等 元 素 ， 所 以 同 态 核 为 
~ | 0 Ҳаж 8 з 
CY ] 当 a 是 有 限 Y 阶 元 


2 。 求 证 定理 6 的 下 面 拓 广 ， 令 G 是 一 个 群 ， 市 Gr 是 是 Б 


义 有 合成 a'b’ 的 任 一 个 集合 ‚ Б п ÆG ЭС” 内 的 任 一 个 映 


RE, (ху) =(x лу (ул), 则 象 Gn 对 于 G' 里 所 定义 — 
的 合成 来 说 成 一 个 群 。 | | 
[证 2， i) nyn EGN, (хп) (уп) =(xy>T € Gn, 


GRFC 里 的 合成 是 封闭 的 。 
2 D 个 和 有 (Xy)Z=X(CVYZ) 
5 Сбт) (ул) ) (zn) = Cxy)z) n = х (ул) т 


= (хт) (уп) (ап, эз. е 


L. 


Ст 里 的 元 关于 的 合成 满足 结合 律 。 


О 8) l1x=x1= x ,有 (I DC) Cn 
的 位 入 于 来， 


4 ) 对 任意 xmEGan， Wx ny = x in €G", 
fi (x n)(x 1 n)=(x-!0m)(xX0)=(x-1x)" = 1n, 
FAG AXFO ЛЕ X J G RKI ВЕ 
3. ЖШ: 群 R, 与 例 工 的 群 U 不 同 构 。 — 
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“的 单 值 映 照 。 同 时 由 于 


d)+b=aex +ad+b 


GE) CE) 若 R+ 兰 局 , 记 同 构 映射 为 ‚ЕН ЕЛ ИН 
中 (0)= 1, Жеїтїє 1, j (a) = eni 因 中 是 同 构 映射 ， 
^„а2е0,[НФ(2а) = Ф (а+а) = Ф (а) Ф (a) = erisemi= ел; 
= 1, а= 0 ажо FA, ЖЕ, УЖИ. O 
4 。 令 G 是 映照 x >a x +b 所 成 的 变换 群 ， 这 里 a 与 b 是 o 
实数 ， 而 a 大 0， 求证， 四 上 迹 的 变换 与 实数 ?联结 起 来 的 对 09 
应 是 G 到 R* 上 的 一 个 同 态 o BIZET | Е 
(CE): 令 G= l aab | Х@аь=аХ ка, ЖЖ, Нат 9 
0}. R* = {a | a 是 非 零 实数 }。 — 
FEAN азьЭа, 显然 这 是 一 个 单 值 映照 ， 而 且 对 于 R* ` 
中 任 一 元 C，G 中 有 a cb， 使 得 webm =c, 1 是 G 到 R* 上 a 


KK(aabaed)=(Xaab)aeca=(ax+b)aeca=a(cx+ 1 
(aabaca)m =ac=(aabnm)。 Caca)", 


Жл 是 G 到 R* 上 的 一 个 同 态 о 
"КЕ 52681, ААВС, = {a 1b | 


XG b= X +b,，b 为 任意 实数 y, | соз 

5 。 求 证 ， 如 果 k 是 一 个 非 零 整数 ， 则 映照 sie->ekie, g 

U 到 它 自身 上 的 一 个 同 态 ， 决 定 它 的 核 。 осу а 
СТЕ) en, eic 一 ekie 是 一 个 固定 的 非 和 整数 ， | : 
| ekie | = 1, sieg U, ол Ж авы, 
而 对 于 UU 中 的 任 一 元 sie, #£ U осе, (еі) п. = eie ， + 
Ул ж ЕНЕ ваат, MEAT | . 
( ele, .е1ө, ) Ш = (еї(е, +е,) T = ekiço, te ‚) Е 

= ekio 。 okie, = (еіс! тү ) Ceis, n у | | Á 


= Ya À. Asaf. 


тт. 
`í, 
х. 


O Ce), Вне Е U HEIE Eo 


是 U 到 U 内 的 一 个 同 态 ， 实 际 上 是 U 到 U 的 恒 等 元 所 成 的 子 
ВЫТ } 上 的 一 个 同 态 ， 此 时 同 态 核 即 U 本 身 。 


^n PUHE 身上 的 一 个 同 态 。 ~、 
‘ekio = ao = 1 是 UU 的 恒 等 元 素 , 所 以 同 态 核 n -1 1 ) 是 


特殊 情况 ， 当 K= ОА, ДИ п. e's>et*%=e=1 “~ Оё 


2) #1 18 


‚ ЖШ. R+A2T] 尖 U, 这 里 R 及 的 意义 与 š 15 
DALA Сона x 生成 的 循环 群 。 
СТЕ): 由 习 题 17 第 1 题 知 ， 0 这 sie 是 有 ;到 U 上 的 一 个 同 
SUR, ШАРТЕ Са = ), ЕНОТ БЕНИ т 
得 及 ,人 [2 пух U. 7 Е а 
2 ， 令 [x J 是 S 阶 循环 群 ，[y 是 t 阶 循环 群 ， 令 1 表 ` КЕ 5 
Сх J] 到 [y 内 的 一 个 同 杰 ， 使 Xx 11 = ук, ЖЕ: ХШ 照 存 | К $ 
在 ， Шатан АЯКА tHE, зке пе, RE e= 1 
МАЛЯТА Я (85, m) = 1, ЕЧ 
[证 J]: (1 ) 必 要 性 ， 设 1 是 [x ] 到 Cy 内 的 一 个 同 态 ， 满 
足 x 1 =yx, MW. i 
x nn = кп. х= = ( yx) “ш уп, (n 1) 任意 THRO БЕ - 9% 
n 个 С 


Вахте ly (1x .1y 分 别 为 [x AER) Y 


ы у, 1xn = х1 =ysk= ly, у МЭ Е, ВЕ | ӨК, 


一 充分 性 ; ikSk=mi n, xn"-yy' < 显然 是 Cx 到 [7 内 

的 一 个 对 应 ， 现 假定 xi= xi， 即 xi-j= ix, 

的 阶 数 为 SS | i-j。 令 i-j= sl。 则 
24 


Жол 是 一 个 同 构 。 


以 c、d 也 是 任意 的 ， 即 G 是 交换 群 。 


ik-jk= (i-j)k=Sik=tm., 
УКЕ = ytml = (yt)ml = ly. Byik = yik, 
Жл 是 一 个 单 值 映照 。 叉 因为 
(Xixi)n =(xitj)m =y(iti)k = yk yks= (xin у(х} 
п). 所 以 7 是 CX J] 到 ty 内 的 一 个 同 态 而 且 满 足 x п = ук, 
( 2 ) VRE: sksm. т 是 [x J 到 Cy] 上 的 一 个 同 
A. 满足 x n =yk, 记 (s,m) =d, W 
хіт = nšk=(yt)%= ly 
如 果 1 是 一 个 同 构 ， 必须 x i= 1х, 于 是 有 8 | + Wd = (5 
m)= 1, 


充分 性 ， 设 有 0<S,<S 使 zsim = yik ly ` E 
则 * sik stj siksyst | simte 2,5 | вою, (вот) =1, С 
则 有 s | Sie .. 81 = Ü ,. 即 m 的 同 态 核 只 含 一 个 元 工 " = lx。 


3 E Я 


1。 求 证 ， 映照 a 一 a-! 是 一 个 自 同 构 ， 必 须 而 且 只 须 G 4 
是 交换 群 。 | 
СТЕ): 必要 性 : 设 映照 a->a- аА, 则 
(ар) -1=a-lb-l 
Tg Сар) lsb tal, s ,a-Ib-L=b-la - | 
令 a-!=c，b™!=d，“cd=dc， 由 于 a、b 是 任意 的 , 所 


充分 性 ， 若 a =b, Щ(а 17! = (b -1, a=b, 
， 对 G 中 任意 元 0， 在 G 中 有 元 C-!， fc> (C! = 
Е GER 1 it, 


25. 


0% (ар)! =b ar 
СЛ HE, b ta t= atb"! FRAGD- ать 
kiasa :是 G 上 的 一 个 月 局 构 ， 
”2 。 求 证 ， 如 果 k 是 一 个 整数 ， morz HF, Mj aak 
是 一 个 自 向 态 . 
CE): a 一 ak 显然 是 G 到 自身 的 一 个 单 值 映射 。 
因为 G 是 交换 群 ， 所 以 (ab ) к= akbk 
故 a~ 一 ak 是 G 的 一 个 自 同 态 。 
8。 决 定 任 一 个 循环 群 的 目 同 构 群 。 
【证 ]:， 设 G=[a]， кесни — E RHN, 满足 
Фр (а) = ak。 О | 
对 于 任意 的 ai€ Сај, Ф (айй = С Ф (а) ) i= (ak)i | 


Een.. 
и „Са 2 = Сак ) 
° 


构 群 A= { P, ағар Ф; a>a-!} 
:3 题 知 ， акд Са) 的 生成 元 必须 目 只 须 Ck, n) = 


4, 决定 对 称 群 S, 的 自 间 构 群 。 

fg 先 证 群 的 自 同 构 把 群 的 n 阶 元 变 为 n 阶 元 ， 

设 是 群 G 的 自 同 构 ，a 是 G 的 D 阶 元 ， 要 证 Pabi 
是 G 的 D 阶 元 。 设 b 的 阶 为 m。 

‘p11)= Ф (ап) = С Ф (а) ) "== 1, „ш |а 

X'e P (ат) = (C (а) т= bm = 1, 
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| ШЕ 2 "也 是 生成 元 а 


SDE (a) 是 无 限 阶 时 Са) яаг Ва 
К 自身， 此 时 G 的 自 同 构 映照 只 有 aa-! 及 a->a， 即 G 的 自 同 . 


2) (a) 是 n 阶 有 限 群 时 ， Фк(а) = ak, ADMA 


З -此 时 G 的 自 同 构 群 A= { Фк | Фк(а) = ak， (K， n) )=1 К 


- i w. 


j bite - эор} + 
. . F з= . … F. 
1 ут - Й ж, 


因此 ，m = n。 即 b 的 阶 数 与 8 的 阶 数 相同 。 

在 对 称 群 S: 中 ，(12)，(13)，(23) 是 它 的 二 阶 元 88 a 
的 自 同 构 只 4 绥 把 这 王 个 一 阶 元 变 到 这 大 个 元 ， 所 以 的 自 同 。 
构 最 多 只 能 有 3!= 6 个 。 ола 

因为 Sa C n> 2 ) 的 心 是 恒 等 无 素 ，S。 的 心 只 能 ÆC) 29 
H $ 17 定 理 9 я, З.А = S,/(1) 808.96 


个 互 不 相同 的 内 自 同 构 ， 故 Ss 的 自 同 构 群 恰好 由 它 的 六 个 内 


HAWAR Н.Н. _ боза 
5. ШЕШ ER K +: 38 25 次 群生 成 的 变换 群 了 时 做 群 а 

G 的 全 形 群 。 求 证 ; Е 
( 1 ) HË Ае | u 

( 2 ) H 的 任 一 个 元 素 必 能 而 且 只 能 有 一 个 方法 写 做 一 
ЛА бо 与 一 个 右 乘 变 换 ar 的 积 war。 _ 
C 3 ) 如 果 G 是 有 限 群 ， 则 也 的 阶 是 G 的 阶 与 A(G 的 自 à 

同 构 群 ) 的 阶 的 积 。 К 
С): С 1) a EEEa C GENERE М, 5 


对 任意 x EG， 


хатах ахаа ( х Ca- хаг х (са- ат) Е 
КОНЯ) Е 
| мар ca'a CH, 

即 G 的 任意 左 乘 变换 都 含 于 G 的 全 形 群 中 . с 

( 2 ) НЕ Ra PARR аяр 
-为 一 人 目 同 构 上 与 一 个 右 委 变换 bx 的 积 ， 即 ar = Bbr。 事 
实 上 ， | 


x (ara) = (ха,)а = (ха)а = (xo) (ao) =: x Calan) )` 


чы 73 
. . 
`. 
. о 
， МОМ. 
оса 
niu + 
. - БЕ . à 
' эү; О 
r tas... Й 
- "ti, ПЫ 
` буо. ша ы 
. ` ` `. А . ч с, = га 
: Е. 
` . ` ИА ia 
` . А озь Е". 
ч СЕА т 
'. ` и ` 
' М F 


Аааа (aa)， 只 要 取 h=ay besaat í 
即 有 ara= Въ,. | i м 
f 因为 五 中 的 任 一 个 元 素 是 有 限 个 元 素 的 乘积 ， 其 中 一 部 ， oR 
плн, МЛЯ, а АЕ, НЯ 
O 换 ， 使 得 前 面 的 元 素 都 是 自 同 构 ， 后 面 的 元 素 都 是 右 乘 变 х 
… 、 换 。 因 为 有 限 个 自 同 构 的 乘积 仍 是 自 同 构 ， 有 限 个 右 乘 变换 ОО 
的 乘积 仍 是 右 乘 变换 ， 岂 以 的 任 一 元 素 可 表 为 一 个 自 同 构 _ 
>。 与 一 个 右 乘 变 换 的 乘积 。 бз 
现 证 表 法 的 唯一 性 。 、 oe O 
RREH, Fhs aars Bbr， 则 对 任意 xEG, т 1 
| х (ааг) = (Bbr), № (ха )а= (z f )b е9 
с х= TcG，…1a=1l，1B=1， 代 入 寺 式 即 得 © 07 
г a=b “ar= br к 
Ху е (ха )a= (x B )a 的 两 ине Дат:, же 
xemxB, Masp, КИН, 
р 习 此 唯一 性 得 证 ， | Е 
š (3 ) 因为 G 是 有 限 群 ， 所 以 G 的 自 同 构 群 人 也 是 有 限 群 
-由 (2)， НД уН = { aari a € À, а: GARR. . 
АБ, НЮЗ аай, Ыза ыр, ау о 
“b 两 组 中 只 要 有 一 组 不 相同 ， 则 a ar 与 B b, 就 不 相同 ,所 以 不 9 
Е. ST a AET a BATIR ABAT 
в BRA, MEAM ETAMZ САО ЖОЕТ, | 


w д 


4 


з иер оү рй. 

Ар Н т ' " 

БАБЕК, ЖЫШ Р. 各 ' 

а еи Ў 
О-В 
es 


р 


a . 
a ` Е 
бо 


| 习题 
1 。 求证， 如 果 G 是 一 个 有 限 置换 群 ， 则 由 G 决 定 的 任 O 
一 个 传递 集合 里 的 元 素 个 数 是 群 的 阶 数 的 一 个 因子 。 。 T 


《 提示; 如果 i 有 是 集合 S= { 1，2，…，n } 里 任 一 个 
数 自 ， 则 G 里 使 不 变 的 变换 a 的 集合 是 一 个 子 群 HH。 证 明 . 
含有 i 的 传递 集合 里 的 元 素 可 与 理 的 左 陪 集成 1 一 1 对 应 , 然 
后 证 明 ， 传 递 集 合 里 元 素 的 个 数 是 五 在 G 里 的 指数 ) 

(ЖЕ): 设 G 是 S= {1，2，… n } 上 的 有 限 置 换 ， 


群 ， 考 虑 集合 


r F RS гэ еи `. ` E ой г | 


| H= {a | a €G, ia =i, icS} 
任 取 a，B EH， 则 ia =i, iB =}, ~ 
“BB 是 S 上 的 1 一 1 变换 ，.,i 自 -!=i,， 于 是 
ї(«В-!у=(1@) Pi о Вен, р 
因此 互 构成 G 的 子 群 。 | 
设 x 是 合 этеа яж, х=і( modG ) | 
则 存在 a € G, 使 得 x =ia. | | 
ИНЕ ЛИН НЕЙ ЕЕ, 2 x =ja =iHa, | 
， 令 x->Ha， 则 这 个 映照 是 1 一 1 的 ， 且 是 映 上 的 。 事 - 
实 上 , 设 y=iB =iHB, “a B €G, „жх =y 显然 有 - 
а= В, WHa=HB,. т 
Rž, ЖНа =HÜD, 则 B a EH, Г А 
由 y= iB, 有 ya ”=if 2721 BaT ) =j . Е | Е 
| yia = =X, О е 
而 且 ， 对 任意 一 个 Y EG ( 即 任意 一 个 二 Y ) )， 都 有 一 | 
个 iY =z 与 之 对 应 ，z 属 于 含有 i 的 传递 集 。 
于 是 x 一 Ha 是 含有 ;ji 的 传递 集 里 的 元 素 到 也 ЕТТ 
集合 上 的 一 个 1 一 1 对 应 。 而 G 中 瑟 的 不 同 左 陪 集 的 个 数 等 


于 H 在 G 中 的 指数 ， 当 G 是 有 限 群 时 ， 五 在 G 中 的 指数 是 G 的 


阶 的 一 个 因子 ， 因 此 含有 i 的 传递 集 的 元 素 个 数 是 群 的 阶 数 
| 29 


=т=" этет ПАСЫ КАЕ б Y. o Бы; кєз Г ЕЕ осы >! р 7 z s lb L 87 l ` | ¿ + 5 И ar аА 
г А М . ` . : Е | " | ‚з. `. . баз А . 
= й 


ттен ОР ае ei 
上 
А А 


М { 

vp НЕ a š 
x ЕНЕ. ‚= а 
” i 


的 一 个 因子 。 | | Г Е 
| 2 . 求证 ， 在 一 个 有 限 群 G 的 任 一 个 共 锯 闫 里 ， 元 数 的 
个 数 是 G 的 阶 数 的 一 个 因 Fo 


СЕ): 设 G 是 有 限 群 ， a 是 G 的 任 一 元 素 ， 考虑 集合 
Ha= { х | xa=ax, аєа } 
任 取 x， yEHa， 则 xa=ax，ya=ay， Н. 
у-'уау`!=у-'ауу-!, Hlay-!=y-'a, Шу € Ha, 
а ( xy!) = (ах уу-!= ( ха)у-!= x (ау!) 
= ( ху-!)а, | 
se xy! CHa, 因此 二 是 G 的 于 群 。 


得 . 
X=b-iab 
$x =þ-'ab->Hb, 则 这 个 映照 是 1 一 1 的 ， HÆRE 
的 ， ЖЗ: Е, у= cc- ac->1llc， 若 X=y р-'ар=с-'ас 
Me Cb ab)b =e (cac) bt, (cb-!)a = (cb!) 
Cb” '€ n. Е Б 
^ Heb- ! =H, ВНС = 11Ь, 
Ez, 若 HC = Hb, ЩсЬ-'` ЄН, а(ср- 1) = (cb- a. 
2.07 (ас!) = e7! (с! a)b e-iac=b-iab。 ` 
х =у, ` 
= 而 且 对 任意 的 aEG ( 即 任意 的 Hd ) . ааа z 与 | 
“之 对 应 ， z 属 于 含有 a 的 共 斩 类 。 | 
O PRb 1ab —HbE#ahli ERAH ERR E 6 
个 1 一 1 对 应 ， 而 G 中 本 的 不 同 左 陪 集 的 个 数 等 于 二 在 G 中 
的 指数 ， 当 G 是 有 限 群 时 ， 在 G 中 的 指数 是 G 的 阶 的 一 个 因 | 
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а а Е" 


‚ \ 


AF. AtS E 数 的 一 个 
因子 。 I | 
8. Жї: ТҮГҮ О 元 素 多 于 1 个 。 


(3): 设 群 G 的 阶 数 为 P*?， 这 里 p 是 素数 ,，n 是 正 整 。” .… 
数 。 把 群 按 共 叔 进行 分 类 。 因 为 群 的 心 的 每 个 元 素 都 是 一 个 “。 


共 斩 类 ， 所 以 如 果 G 的 心 售 有 po 个 元 ， 则 G 就 有 pe 个 只 合 一 


“个 元 素 的 共 罗 类 。 设 其 他 的 共 圈 类 为 Gi， (i= 1，2，， . 
Y, H 5 2 题 知 ， 每 个 Gi 的 元 素 都 是 pr 的 因子 ， 1 Gi 的 元 | ОМ 
Жр, 0 <mi<n (i= 1，…，Y ) 于 是 得 到 关系 式 ， 


Da = po + pm, +... + pmr Ei! : 


Po = р (рт, +e + pm,).= ррп-! in aN 


如 果 po= 1 3: 则 有 ppn-!- (pm! +. +pmr-1)]) = 


而 因 得 出 p | 1 ， 因 b 是 素数 ， 这 是 不 可 能 的 。 Т Е 
pe> 1， 即 群 的 心 所 全 元素 多 于 1 个 。 | Е: 


第 二 章 эы I 


3J Æ 21 


| . FAR- =) янз Мей жо Ж а аж 5 


н. A 关于 这 两 个 T RETRAI? 
【证 ] 记 A= {f(x)| x€ (=, co ) TER}, 


任 取 f， g, h€ A. 


( 1 ) A 对 于 通常 加 法 (+e) (x) 0х) +g (x) 
成 群 。 这 是 因为 | 
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` 
Е] А 


-d W' y 


PUp wF 
` ` ШШЕ 


АХА Г АЛУ үс 
^к Ll: “Ужур ү. 
| ГО у ii a$ x. О е БЕЯ 


ж. 


(1) CEEE) сует вО Сео, ө) 上 的 


TE ра 27, ПЁ +e € А, 


сії) E+ hI (х) (+в) бк) жх) = Fx) +g 
(x)+h(x) | | 
[至 + (g +h) ) (х)=ї(х)+(к+(х)=Г(х)+ 


(x)+h(x ) 
. (Cf +g) +h=f+ (g+h) 
(ЇЧ) 0 (x)= 0 是 A 中 关于 加 法 的 恒 等 元 ， ° 
(t+0)(Cz)=(o+tf)(Cxj=tfz) 
(iv) 对 于 fE A，A 中 有 { 关 于 加 法 的 逆 元 - f， 使 得 
(f+(—-f))(z)=( (-f) +) (x)=0. 
| ( 2 ) АРЕВА песку) 《g(x)) RER 
是 因为 


61 )f (g(x)) 是 f， g 的 复合 函数 EMEC- оо) 


”上 实 植 函 数 ， 即 f .gE A, Е 
К. (Сн) Се (већ) ). (x)=f((g-h)Xz)) =fíg(h(x))) 


ССр) ° п) (x)= 人。 0) (h(x) J =f{g[hx)] ) 
СЄ h) = (f'g) ` h. | 
(3 ) A 关 于 上 述 两 个 合成 法 不 构成 环 。 这 是 因为 A 虽 


I 然 对 加 法 成 群 ， 对 乘法 ，f.g(x) = 上 (g(x)) 成 半 群 但 


它 不 满足 加 法 对 乘法 的 分 配 律 : 


 fs(g+h)X(x)=f((g+h)(x) ) =f(g(x)+h(x)). 


ера у(х) = ебх) + Сх) = Сех) + 1[һ( x )). 


4 SD F. f(g(x)+h(x))=fCG(8(x))+ {Ch х)), 


Г . | f (g+ h) # fe + fh . - `. 
2. 求证; ажо, 1, 2 的 集合 里 定义 加 


法 及 乘法 如 下 表 


+|012 о х|012 

010 1 2 01000 

1120 11012 

21201 | 21021 
则 它 成 一 个 环 。 


CE) (1 ) 由 (+ ) 表 及 (x ) 表 可 看 出 ， 这 二 种 合 


成 法 其 实 是 普通 的 加 法 及 乘法 ， 只 是 合成 结果 用 关于 模 3 的 < 


同 余 来 表示 ， 所 以 关于 运算 的 结合 律 以 及 加 法 对 乘法 的 分 配 
PREBIRAL o Е 
(2 ) 由 (+ ) 表 可 见 ，0，T，2 三 个 元 关于 加 法 合 
成 结果 仍 是 0，1，2 三 个 元 ， 所 以 {10，1，2 } 关 于 加 
法 封闭 由 表 的 对 称 性 可 知 ， 任 二 个 元 的 合成 是 可 交换 的 
0 为 恒 等 元 素 : 0 ，1 ，2 关于 加 法 的 逆 元 分 别 为 0，2， 
Ao. ШХО, 1, 2 } 关 于 加 法 成 群 。 О 
《8 ) 由 (x ) 表 可 见 ，0，T，2 三 个 元 素 关于 乘法 — 
合成 结果 仍 是 0， 工 ，2 三 个 元 素 ， 所 以 {0，1，2} 关 j 
于 乘法 封闭 。 因 此 { 0，1i，2 } 关 于 很 法 成 半 群 。 j 
由 (1)，(2)，(3) 即 知 {0,1，2} 关 于 《+ 
. “х? 成 环 。 


з а 22 


,求证 ， a(b-e) =ab-ac, 
ш, a(b-e) =а(ф+(—с)) =ab+a(- e) 
=ab+ (С ~ac) = ab — ac, 
2. 求证 : 对 于 任 一 个 整数 n， n(ab) = (na)b = a (nb). 


~ ú 8 


【证 ]， 当 n= 0 时 ，0 (ab)= 0, (0a)b= 0b= 0, . 
‘.о(ар) = (оа) = а(ођ). 


а(ор) = а0= o, 
当 n 为 正 整 数 时 ， | 
n (ab) =ab+ab+ -- + ab 

n 个 
(na)b= (a+at..…+a)b=ab+ab+..…+ab 
~、 


CO 
n 个 | n 个 


A 


^ n(ab) = (na)b = a(nb) О, КОЕ 
当 D 为 负 整数 时 ， 令 nD= -n, n 为 正 整数 。 
п (ар) = —m' (ар) =- (ab+ab+…+ab) _ 


m 


„> 


* | . 


(na)b = 《- n 3)b= (atate каа - (ab + = + ab) 
p | | п 个 | . n' 2 


‚се А 


М | — 
п. в 


a a = — (ab+ ab + = tab) “n (ab) = (na)b= a (nb) ` 
o wA 
А ИУ ША 去 有 nab = = Cna)b= amb, 


即 如 条 ca = cbp， 则 a = b， 求 证 ，A 是 一 个 环 。 
ио у. 


a(nb)=a(b+b+- +b) =ab+ b+ + + ab ЕУ - 


i. 
. K к: æm 
WIəIéIIISI8TN i 
А ‚от эг КА КАНДЫ Л 
' . ， + '. 4i = ， БИ m 
‚б, Сб ажа Aata мс Къз АИЕНО 
` E H еза r ИЧ ЕК кыз... 
- a - Ё. = 1 БАЗЫ Q- ME - 
- ' 4 ` - в ' ОУ, 1а 
с 441 «С. Гуз, 


СС = а( – _ n b) =al 一 -b+b+: + +b))J= -Саф+ ... +b) са 


的 交换 性 除外 ПАА с, 它 可 以 左 相 消 ， 亦 


' . 
. x` 
r . .. ` x. 
w- 
Ju ` : 
"Р ` - тт 


T 
са + ср ср са = 0 
“«сса+р) + с - е) (b+a) = 0 ` 
Ве (a+b) + С —e (b+a) ) = 0 
“c Ça+b)=c(b+a) | | 
由 已 知 ， 对 Cc 可 实行 左 相 消 ， 即 得 a+b=b+a 


J ш 23 О, 


1. Жї: па днн йл, 区 


-8& 也 是 单位 元 素 ， 证 明 ，( -a)-!= -a 


| 【证 ] КЖАЯНЕЛЖ1. нал, 则 必 
a`! E A 使 得 | 


aa-!=a-la=1.,., 


| НАЯ. 一 a C À, 一 а-! Є А 


Н(- а) (-а-!) = – Са(-а-')) = аа-! = 1 
(-а-!)(-а) = ~ (а-!(-а)) =а-!а= 1 
所 以 -a 也 是 单位 元 ， 而 且 | 
(-а) -' = -а-! 


2 。 求 证 ， 习 题 21 的 第 2 题 里 所 给 的 代数 系 是 一 个 域 


【证 ]， 在 习题 21 的 第 2 题 中 ， 我 们 已 证 所 给 的 代数 系 是 . - E 


环 ,而 且 由 ( x ) 表 看 出 0 .1=1.0=0,0.2=2。0= 0, 


1 .2=2。1= 2 所 以 它 是 可 换 环 


又 因为 { 0 , 1 ,2 } 非 零 元 素 集合 { 1 ,2 2 Ж 


“x” PHH, 1 是 它 的 恒 等 元 ，1 , 2 的 逆 元 分 别 是 它 们 自 


已 ， 所 以 它 构成 { 0,1,2 REPRIT. MEXT 
| 5. 


[证 ] ， 只 要 证 对 于 任意 a，bEA， 有 a+b=b+a 就 可 以 ` 


А . Cal | ы 
' ' | 
| . - 

n = ` ` Ue ` ` ` ` Ё 
БЕЧ А Ы Р К . . . 7 И: . To 7 ` 2 mas Ta 
А аас c | . : к, . P í А 
| . ， . o roaa Н й. - ... k: 
КЕИ. БИШЕГЕ л atus n ы аЛ Ж. убу 


un a. эч Ти 
А Т 
бо. 


С AKO! үз, Жолу, 
А 1 ` . - h . `. ` 
' ' ` ` А 


; і. , 
ИЕА 1 А 
- = А ` F mar T = t 


Ër 
БЫШ 


gr 
з 
эк 


ае: t оа АЫ FT -ea 
T- р ， ; . 1 " болыт . r: n | 1. ` `V, „с. „і xi эш | + ! 
. . . í te g T 
КИЕ ü ыз : 79 соё 


ЖАУ, 即 它 是 一 个 域 。 
з. 求证， 任 一 个 有 限 整 区 是 一 个 除 环 。 
CE): 设 A 是 任 一 有 限 整 区 ， 考虑 A 中 非 零 元 的 集合 As， 


因为 对 于 a,b€ А*, а,ра Т, һар 0. gabé As 


因此 A* 是 A 的 乘法 半 群 的 子 半 群 。 现 只 要 证 A* 成 群 即 可 。 


因 A 有 限 ， 所 以 A* 也 有 限 ， 又 A 是 整 区 ， 所 以 狭义 相 消 健在 


A 中 成 立 ， 因 A* 中 都 是 非 零 元 ， 所 以 在 A* 中 相 消 律 成 立 。 


由 第 一 章 习 题 8 第 4 题 “ 如 果 相 消 律 在 有 限 半 群 里 成 立 ， 则 
这 个 半 群 是 一 个 群 ” 可 知 ，A* 是 A 的 乘法 半 群 的 子 群 ， 因 此 ` 


A 是 一 个 除 环 。 

”4 。 求 证 ; УА ре 0 (e' е), 
则 e 是 A 的 恒 等 元 素 。 

(HÉ): 设 a 是 整 区 A 中 任 一 元 ， 由 于 е АЙА ЗУЛ Ж; 
所 以 有 


ае= ае? = (аг) е, 


: ú 因为 A 是 整 区 ， EERE B но 0, 


"8 = ае, : 


同样 ， 因 为 狭义 左 相 消 律 成 立 ， 所 以 hea- zecea) 得 


а= са, 


sassa 
г. 即 证 得 * 是 A 的 恒 等 元 素 。 
а а ВЕЕ АШ ° 


“5 。 如 果 环 里 一 个 元 素 适 合 z3= 0 ， 这 元 素 叫 做 无 势 元 


E ( Жл Ж) ,求证 ， 歼 区 的 唯一 无 势 元 素 是 2= 0 。 


CHE): 设 z 是 整 区 A 的 任 一 元 , :车 z= 0 ， 显 然 有 
ова о. | 
所 以 0 是 A 的 无 势 元 素 ， 
+0, Ц 0, 
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Ур = 2 时 ， 因 A 是 整 区 ， САНЪАТ, 
| „ж =7,*,2=0, 

Е 设 当 n = К, zk 0, Де ezkeo. 

| "Чат 0 时 ， 对 任意 目 然 数 n， 恒 有 2zn 关 0 。 


АШУ ЖЯ 能 是 z= 0, 
| 6 。 如 末 一 个 环 只 \ 有 堪 恒 等 元 11 RELE ORN) 
| сЕ), ASA 只 含 一 个 元 素 0 时 ， 则 0 018 < 
是 右 恒 等 元 ， 营 A 不 只 含 一 个 元 素 时 ， 显 然 它 的 左 恒 等 元 不 
是 0 元 。 对 任意 的 bE A， 由 于 Е 
Са11-а+ 11)b=alib~ab+ і р= ар-ар+р = 0 
《a 为 A 中 任 一 元 ) 。 


、 等 元 1 L О 

„аїіт-а+ іј= 11, 

а1т1-а= 0 

б. 即 aty=a | 
> 因此 1: 也 是 A 的 右 下 等 元 ， 即 1 1 是 A 的 垣 等 元 
> Ж, | 
| 2 Жир. 下面 关于 u 的 各 个 条 件 都 是 等 价 的 。 
( 1 7)u 拥 有 不 内 一 个 时 石 赣 元 素 
(2 ) nu 不 是 一 个 单位 元 素 。 
( 8) U 是 一 个 左 零 因 子 。 


[证 法 一 ]:， (1 ) 空 (2 ) 用 反 证 芳 u 是 一 个 单位 元 素 ， 
37 


`. x 
. ` k Ë А, "ы. 
а Ааа Да А: 


т 
1 - 
„A 
P 1 
A т^ 


- 1 s.” ' | 
7 —. , кем i бое 
. w. . . ” 
a 


这 就 是 说 ，A 中 任意 非 等 元 都 不 是 无 势 元 素 ， 所 以 整 区 


all-at 11 是 一 个 左 便 等 式 ， 由 于 A 只 有 一 个 堪 恒 — 


7. QUAI 等 元 素 环 的 一 个 元 素 ， 它 有 一 个 右 逆 元 


则 存在 一 个 元 素 w， 使 得 uv= vu= 1 ， 此 时 v 就 是 u 叭 一 的 右 
逆 元 ， 因 为 车 u 还 有 一 个 右 逆 元 Vv ， 则 Vi = (yu)v'= vuv) 


=v. 1 = УИ Жи Я 有 一 个 石 逆 元 ， | 则 它 一 定 不 是 单位 


元 。 

с2) (3 HIND шўй, uv= 1， 
因为 Uu 不 是 单位 元 ，., уц5 1, Вуц- 1+0. 

X *u(vu- 1 ) =uvu-u=u-u= 0, 


“…Uu 是 一 个 左 令 因子， 


(8)=>C1 ) 若是 一 个 左 零 因子 ， 则 必 存 在 v#* 0， 
使 | uv= 0, 


设 w 是 u 的 一 个 右 道 元 : uv = 1. 则 由 于 
| CU+uU' ) =цо+цо/ = 0 + 1 = 1, о 
ле +u BEDENE, HOB туж 0, Su +u Au 
即 证 得 n 拥 有 不 只 一 个 右 道 元 。 | 


zo СЕС). (1)%(з). 拥有 不 只 一 个 右 道 元 ， 
Е Ша, ЫТТА, Б 


ИП ua= 1, ub= 1, 

于 是 ua = ub, u(a-b)=0, a- bz 0 。 

биже EZ T, 

с 8) = ( 2 ) uz љета, Eb = 0 ， Ж 
ub=0, . 

若 u 是 个 单位 元 ， 即 存在 u/ ， Ruu = wu= 1. 

于 是 b=1，b= Cu nu) b=u Cub) =u 0=0， 


| b+ 0 了 矛盾， 


° uu 不 是 一 个 单位 元 。- 


(2)ж®(1) УЖЕШ, 已 知 a 是 u 的 一 个 右 闻 ` 


а= 1. {Найп=1,„ 


p 则 | a+ 1 -au=a, | 
u Xu(a+1 -au) =uatu-uau=uatu~ 1 *ц=ца= 1 
Bla+ 1 一 au 天 3a 又 是 U 的 一 个 石 逆 元 。 ` | 
8 。 卡 清 兰 斯 基 ( Kaplansky ) E: ТЯН SF Ju SS 
‚ 环 的 一 个 元 素 拥有 不 只 一 个 右 逆 元 素 ， 则 它 有 无 数 个 右 道 元 
Ж o БО 
(证 法 一 ] ; 设 u 是 带 恒 等 元 素 环 和 的 一 个 元 ,如 果 它 只 有 
有 限 个 右 逆 元 ， 可 假定 它 全 部 互 异 的 右 道 元 有 Dn T: Vies 


Уп, Ш uvi = і, (Cli=1,2,.",n., ) Жаа=у,+уи- l . САТ 


Bjuai=u (у, +viu- 1) =uvituviu-u= 1 +и-ц=1,‚ 
E маз (ї= 1, 2, =s n) 也 是 u 的 右 道 元 ， 这 mn 个 右 逆 元 也 
=- “到 不 相同 ， 即 当 i#j 时 ，ai#aj， 因 为 若 ai = aj， 则 有 ， 2; 
二 . | Vi t viu — 1 =v,;+vju- 1 
即 :viu= viu, | 
AAA ARV у =v aviv EANET., 
其 次 ai 也 与 vi 不 相同 。 HDR. H 


Я Үү = Vi T Vil — 1 | 
О 得 viu= 1, 这 说 明 vi 是 u 的 右 逆 元 又 是 左 北 元 ， 所 以 u 是 单 | 
' Em, ЗЕЯ ЖАЯ айл, 据 第 7 题 ， нй 


р" 
`= 


жй М, AMEE TE. 

于 是 得 到 vi，ai，…，ar 这 n+ ТЕТ б 
这 与 假设 只 有 n 个 右 逆 元 矛盾 。 所 以 如 果 有 不 止 一 个 右 道 7 
元 ， 则 必 有 无 数 个 右 逆 元 。 | | | 
【证 法 二 ] ， 设 4 拥有 不 只 一 个 石 逆 元 。 


ДаХ={х | ux = 1 上 是 u 的 右 逆 元 的 集合 ， 即 和 至少 - 
含有 两 个 元 素 。 由 上 题 知 ，u 不 是 单位 元 ，.…U 没 有 左 逆 元 。 
取 xoE 久 是 某 个 固定 元 , 记 Y= {xu-1+xo|X€ + 
0 хц-1+х0) = (ux )u-u+uz о = 1 eu> | u x: 
u+1 =1, | | Е Е 
с Axu- 1+xoEX, уск í C 
又 XoC X. 今 证 X o € Y. | | Е I я о 
=: О 否则 了 中 有 元 x， бй х= XU l + хе, xu- 1 = | Е Е 22 
Б 20, xu=1, Уо). YC X АЎ 


з 7 今 在 与 Y 间 建立 对 应 1; xEX xn=xu-1+ 


So XEY. 显然 1 是 单 值 的 。 — 
E Е 车 x П =ул, H xu- 1 + Хо=уц- 1 + xo хи 
= | = уч 2х (их 2) = у(их o), .. X = у, АЦ 是 一 对 一 的 ， ; 
ос 而 了 与 它 的 真子 集 Y 间 存在 一 个 一 对 一 对 应 关系 ， 只 能 ц X 
O ARJANA ATM. КЛЕЯ, й 
习题 24 

， 如 果 e 是 同 势 元 Ж, Ж: єсе=е, FÆ R O 
L ARREBEK He=o ° | oba i 

` CE): 设 es 是 同 势 元 素 ， 则 有 23: = ee=e, 
aoc=e+e-es=e+e-e=e. Е | | x 
| 如 果 ? 又 是 右 拟 正则 元 素 ， 则 存在 e ， 使 得 ， 

еоз' =0 I 
两 这 与 e 作 园 合成 得 


eo (eog ) =ео=е, 


. . ы ` ' . . ' 
Й ИА ` 
" Т. ' _ , . А : ` 

H С. косу, О, ез, 


зо Сеов” ) = (еое) ог’ =со”=0, ` 
e= о. | | 
2 。 求 证 ， 任 一 个 无 势 元 素 属于 Q。 
CHE): 设 a 是 环 和 A 的 无 势 元 素 ， 则 a*= о, x 
车 D=1， 则 a=o，…0o0=O “…0 是 拟 正 则 元 ， 
а= 0€ Q. o 
#n>1., Wb=- (а+а? +... +ап-!), 因为 
aob= ao ( - (а+а? +... +ап-!) ) | 
=а+ ( - (а+а +: +ал-!) ) +а(а+а?® +++ 
+an-1) =an= 0. | i 
同样 ba=- (а+а? +: +an-l)oa=an= 0, 
.bb 是 a 的 拟 首 元 ， 即 a 是 拟 正 则 元 ，…acQ， 
8 。 求 证 ， 卡 浦 兰 斯 基 关 于 一 个 除 环 的 特性 的 定理 ， 一 ` 
个 环 的 元 素 ， 除 一 个 元 素 是 例外 ， 其 余 帮 有 一 个 右 Mw 
Ke- | 
人 证 法 一 ): 必要 性 : RAER, АДН SER 1, 
因为 对 任意 bE A 
lob=1 +b- 1 *b=1 #0 
ni RAAMAT. HWDONTIESa С = 1 ) CA. 
1 -а( +0) € A, “A 是 除 环 ， АЙ .‹ 1 та) 有 这 元 
记 为 1 wi Bp 
= (1-а) N 1-а/ = 1 - а-а’ tag’, 
-ata —аа/ = . Baoa’ = 0, | 
ий amia. 因此 ， КАК ГЕНО}, 人 
的 元 都 有 一 个 右 拟 道 元 。 | | | А 
为 证 充分 性 ， 先 证 下 列 


引 理 ”车 a 的 右 拟 道 元 是 b， 而 b 本 身 也 有 右 拟 逆 元 c， 则 


c=a。 事 实 上 ， 


aob = 
boc = b + c — 


a + b — ар = 0 *** a... вае ров евз @) 
b2= Do ©) 


可 得 а - аһ = C — ПА п) 


现 证 充分 性 ; 
(1) #= :是 及 中 唯一 没有 右 拟 元 的 元 ， 显然 e 关 0， 先 
Же АН ЕН л. ETA 必 存 在 x E A， 使 得 ex тх, 


ac 十 be - abc = oc= 0 «7 еее. (TD 
ab + ас — арс = а•0= 0 TETTETETT O M 


HO, © 可 得 ab = be, 把 此 式 代入 @ 即 证 得 


于 是 有 
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|  е+ех - x #ë, | 四 | 
由 假设 ， е+ех -x EMA, 记 为 mw HI. 


О=(е+ех = х )oy= e+ex — x +y- (etex 一 ary 


ж 
k 


a= c, 


则 


e+ex =K ty- еу – ехӯ+ xy 
е+(у- х + ху) -е(у- x + у). 
= ео (у- 5 + ху) | | 

рео (у- хі ху) = 0, 这 与 e 没 AEMET T R. 
所 以 e 是 A 的 左 恒 等 元 ， 从 而 有 e? = 
”再 证 : :是 A 的 右 恒 等 元 。 若 不 然 ， БЕК € А, 使 得 
和 ee 头 工 ) 于 是 有 + xX- xere О ` 
由 假设 e+ x - xe RAMEE, іу, 我 们 断言 ye。 А 
为 如 果 y= e, 


= еє = e, 


„ОсОО +. 


= 


= (e+ x — хе)ое= е+ х ~ Xe+e 
W s е+ х – хе+е- eż- xe+ xet 
e+ X ~ хе+е-е- хе+ Xe=e+ x - x o, 
把 e+ x – x e= 0 两 边 右 乘 以 e 得 
e+ xe— Xe*=0 +е= 0 
即 e+ xe- xe=0 
从 而 得 e= 0 。 这 与 假设 矛盾 。 Жу же, FERRADA 
元 ， 根 据 引 理 ，y 的 右 氢 道 元 就 是 e+ x -xe WO 
0 =уо(бе+х—хе)=у+є+х-хе-— y(e+ x — хе) 
=у+е+ х — хе- ye—yX +ухе | 
把 此 式 两 边 厂 乘 以 e 得 
0=0 *е=ус+е+ хе- ya-yXetyxe=e, 
这 与 对 e 的 假设 矛盾 。 所 以 e 是 和 的 右 1 EFT 
因此 ， 有 含有 便 等 元 := 1. | 
Са ) 设 * 是 A 中 的 任意 非 零 元 ，… 1 1 ar 1. 
“由 假定 ，1 -a 有 右 氢 道 元 ， 记 为 1 -as 。 则 
0=‹1-а)(1-а')= 1 -а+ 1 一 站 =(1 一 县 一 a | 
+аа') = 1 —аа/ 
аа’ = 1, а’ 是 2 的 右 逆 元 ， 显然 a +0. | 
Н, 71-а +1, Aki- a BAADT, ШЗ 
я, 这 个 右 执 关 元 就 是 1 -a H 
10 = (1-а )о( 1-а) = 1 -а'а, 
„а а=1, a 又 是 3 的 左 道 元 ， “8 是 A 的 单位 元 


.由 (i)(3) 即 知 A 是 除 环 。 


(证 法 二 ] ， 必 要 性 ! 设 人 是 除 环 < 1 EA， 显然 1 没有 
右 拟 元 | | | 


т сє} = ii 
LT oo Ba it ' is ы ` 
"ег . ся Ли 
"+, ' . - : z>- 

2% . шыш кс, оз, 


лс, 而 /0c=@ 


е. Васі -by) = 
е. - | 右 道 元 ，ac= 1, Mi н 


‘m.s. 


жає А, a=1, 则 工 -ax 0, (1-—-а)-!ЄА,„ Фа? = і 

-(1-а)-) | | 

Шаоа/' =ao[1-(1-a)-:] =а+1—(1-а)71-а+ 

a(l =a)! = 1 +201 -а)-!- (1-а)! | 
=1-(1 -а)(1 -а)-!=1-1= 0 

„а Жан 1) о 

571: еа, ея 0 > % 


证 e 是 A 的 左 恒 等 元 。 对 任意 a€ А Й еоа=е, ЖЖ, 


(eoa ) AMT b: (eoa ) ор= 0,  еоб(аоЬ) = 0, 


这 说 明 A 中 存在 元 aob 是 e 的 右 拟 道 元 ， 与 假设 矛盾。 于 是 由 ` 
` еоа=е+а—еа=сє, {Roa =a, 即 : 是 A 的 左 恒 等 元 。 再 ife 
是 人 唯一 的 左 全 等 元 , 设 人 还 有 左 恒 等 元 e , 则 对 任意 bE А, 


e b=b， 因 而 e' ob = е +b-e' b= e’ +b- b= е, 
же’ +e, ЖШ сЄ A， 使 得 ecc= 0, | 
"э. фе = 0 。 这 与 6 是 左 恒 等 元 的 假设 矛盾 ， 
пе =e。 即 A 只 有 唯一 的 左 便 等 元 e。 由 习题 23 第 6 ДИЯ. 


6 是 A 的 双 侧 恒 等 元 ， 记 为 1。 | 
=o X, 1ЖАЙАНЕ ЖЕ л, 21-а#1, ..1-а Е 
Өй | 右 拟 道 元 b (1 —a)ob= 1 -а+Ы- b+ab= l-a+tab=0 ` | 

‚ 即 1 га a 的 ч 


(1 —a)o(1 —c)= 1 -a+ 1-с— 1 +а+е-ас | 
| =1—-ас=1-}=0 


51 е1 айт р, НЕ я 


1 -с=0, Ве=.1 —b, айу, пуа? 


walat +a a- 1) = 1 +а-а= 1, THa +аів- 1 ` 


А . 
` so 2 А 
+: ` ` . 
- ` А ' r 
1 


Rahim, ¿a +а-!а- 1 =a-', Wana- 1 = 0, 
а-!а= 1, | | 
на" Хавт, ай АЮШ. 

从 而 证 得 A 是 除 环 。 ж 
一 证 法 三 ]: 设 e€ A, озот и, A 的 其 余 元 都 有 厂 Е 
拟 逆 元 ， 必要 性 与 上 法 同 ， 只 就 充分 性 另 证 。 Б 

( 1) 与 证 法 (二 ) ln), 证 明 e 是 A 的 左 恒 等 元 | 

‹(2)Щ(1)йЁ: e RAET, АЙА ЛИН < 
EMATE. PX P. рз 则 A 中 有 a 使 得 a06=0 =, 
Bate- ао = 0 HARU aa +еа-аеа= 0, ` 0 

ейн, seaza HERDEN a-a- at= 0 
"а= 0 .由 此 得 出 aoe=a+e-ae= e= 0， 这 与 ex 0 的 候 | 
W 17/8, 所 以 e 没 有 左 拟 道 元 ， 

X, Ae b=e, тынат, 5:38 
cE A 使 得 boe= 0 , те ЖЯ EMET, CEE. ыш 
右 拟 道 元 d，cod= 0, 

d= Ood = (boc)od= ро(сой) = 500 = b. 

aecob= 0, | 

即 任意 非 e 的 元 b BEIE, 它 就 是 b HABE. 

(8 )H (2 7) 证 :e 是 A 的 右 恒 等 元 。 首 先 ， 对 任意 
aE A 必 有 aoe =e， 车 不然 ，aos 有 左 拟 道 元 b， bo(aoe) =0 = 
但 bo(aos) = (boa)oe = 0 ， 于 是 得 到 e 有 左 拟 道 元 (boa) 这 与 3 
( 2 ) 中 得 到 的 结论 矛盾 。 因 此 由 aoe = e 得 到 

| a+e- ae=e, ае =з, | 

we 是 右 恒 等 函 ， 因 此 e 是 双 侧 恒 等 元 ， 记 为 1， 

( 4 ) ARE 2 0 的 元 都 是 单位 元 ， 与 证 法 一 同 ， 
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m +. 


习 Юй 25 


1 。 讨 算 : 
1 -2 8 3 -5 в \ 
-e 1 1 7 2 E 
0 1-17 0-1 12 
-14 -6 10) 
-2 15-5 
8 1-1 | | 
2. НИЖНІ, 5385000, HEA = 0 的 零 因子 。 
【证 ] ， 设 1 表示 元 素 为 整数 的 2 阶 矩 阵 的 全 体 ， 如 取 


A=(..), в=(, )єт 
Ав= (. ), 而 BA=( ， ), ` ABZBA. 
xXmo=(' ) р-(° ')enmima, m 


CD= DC = (, `) с, DEL SE T, 
“8 。 如 果 Rzt 0 ,而 n> 1 , 求证: Ra 有 = 0 的 零 因 子 。 - 


(ЖЖ): ЖА = 


важеа, b аря 0 п> 1, RE: Rn 为 非 交换 


的 ， | 
[证 ] (1) 2R= 0, —##aCR, а=0, 


a 0 + 0 {0 0 0 
WA = 9 Ü ... 0) В = 0 si ... - Ü) 


0 0 … 0 /, 0 0 … 0 
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‚ст. ' al 
ato. m a 
SU КОШТ 
+ PEY, КЕ АН : К. . 
= real. . . Н . T- 


А=0О, B+0,mAB=BA= 0 0 nA; B 是 


Rr 的 去 0 АИР. 
(2) юле, “a 0, b= 0 


0 b 0 … 0 Ес 
0 … 0 
0ab0 0) 0 0 … 0 
орао Р" Р рсе. 7. 
| | 0 0 0% 0 0 0 0 
.CD 关 DC， 即 Rs 为 非 交 换 的 ,* | 
E 3 Hi 26 
1. ЖЕ O 
 (-1 24 
8 2 
者 
5 一 2 
的 伴随 阵 。 | 
| 4 -8 -8 
(Ж): adj(aii)=(Aji) =| _ 6。 -22 12 
ис -13 9 -8 
2, ВЕНЕ 


ү сө 
t pai ри 


1 4 1 
(а) = 0 1 -1 
x -3 -6 -8 | 
是 1; 里 的 一 个 单位 元 素 ,这 里 I 是 整数 环 ,并 求 这 个 阵 的 逆 阵 。 
1 4 1 | 


(HE): “det(a)= = 1, 


0 1-1 
- 9 -6 一 8 


而 1 是 整数 环 I 的 恒 等 元 ， 当 然 是 1 的 单位 元 ， 由 $4 定理 1 


即 知 ，(a) 是 Is 的 单位 元 。 这 时 (a) 的 逆 矩 阵 即 是 它 А6 
矩阵 
1 -14 26 -5\. 
(ai- =| 8 -5 1 
3 -6 1 


8. 如 果 有 是 带 恒 等 元 素 的 交 换 SE, 00а), OER | 
сс ЖШ. (a) (b)= 1 可 推 得 (b) (a) = 1 | 


(ЖЕ): %(a)(b)= 1, _ 
“det.( (a) (b) ] = : det (a)det(b) = = і, 
义 …… 且 是 交换 环 ，。.det (0) ае (а) = det(a)det(b) = = 1. 


5 o- ЖИЛИ, а) аса) йу, Adeta ERGA Q 
”位 元 。 因 此 (a) 是 Rn 的 单位 元 ， BAME (аба) 


= (а)-!(а) = 1 
ЇЇ (а) -! = (8) -! ( (а) (Ъ) ) = ( (ау-! (а) ) Ф) = (by 
+. (®) (а) = (а) `'(a)= 1. 


5 题 27 


і. ИЖС-1+21-3ј+к) (2 -і+8ј- ак): 
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-ae 


(CH): 原 式 = -2+4i- 6j+ 2k+i+2+ 8ji-ki 
~ 3j+ 6ij+9+8ki+2k~ Aik+ 6 jk+ 2 
=H +5i-9j+4k+(-—3k)X-j + 6k_ 
– 81+ 4]+ 61 

| =11+ 8i- 6j+ ТК, | 
2 。 我 们 定义 8= atait a 2j+ ask 的 迹 T(a) = 2 @ à 
及 距 (或 模 方 ) N(a)= 八 =ao0 +G + аз? + аз?, 1 
证 a 适合 二 次 方程 Xx? 了-T(a)x +N(a)= 0, 

[证 ;a=(aotoitosjtoask) = G ° — G 2 
—@,°-—-0@®°+2@,@1+2@,@,}+ ауаз: К+ 
aliasij+arasji+rarasik+ araski+ аза sik 
+ а, G sk] 
= @‚”—@,°—@"—@з+2@@,@&+2@,@,) 

+ 2 G o G sk | | 
Т(а)а= 2 a (Ga Tt a i+ a,j+ a sk)= 2 а? + 
9 m a l+ 3 а,а,ј+ 2 а,а,К 
N(a)= ata; +a, taR? 
„а*-—Т‹(а)а+1Ч(а)=(@*—-@°—@,%®—-@,*+2@,‹ 
` «\ї+2Д2Ф«,0®%,]+2,о%,К)—-(9292@,+2@60@{11 
+2aoasj+2aaoask)+ac+aizTas+ass= 0, 
` 即 a 满 足 方程 xX2-T(a)x+N(a)= 0 | 
3 。 求 证 ，N(ab) = N(a)N(p) . 
【证 法 一 J: Wa= wa +a, i+ a ,j]+ а sk 
b= 有 ,+ 有 Bi+ В.ј+ В.к 
Mj ар= (а. В, - a В, - а, В,-а, В) + (а, Bita 


Во+о, Вз- а, В,) ї+ (о. В. - а, Ва +а, В,+а; 
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SE ai a. ae diaaa aai i a a i 


1 
oe оо, . ` у. + 
А : . r. ' ñ . „+. ! : r 
AL РЕЧИН ura T s зы мыз... 


. L Ы ` л -I . . ` 
' ñ 2... A А А -. `` ` `. . : 
БЕИТ Ah ri Шш лу x. -aa EC ЧЕ PA A М. 


à 


Nab)=det(ab) 和 看 det(ab) = det(a)det(b) 


B, )ј+ (а, Ва +а, В- а, В, +o, Въ)К 
“М№(ар) = (а, В, - a В, - а, 8, - оз Вз у? к(а, 


В.. + а. В. +а, В-аз Вз) + (а. В. - а, Вз+а; | 7 
Botas В,)+ (а. B.+a В. - а, B i +аз Bo)" Е Ë 
=(@,?+а@{#+а,?+@4%)(Вь°+ В,°+8,°*+ Вз) м 
= N(a)N(b) x Е 


[ 证 法 二 ) 4 
(a) = era I tta і 
-Qt азу -1 Qu 一 ov -1 
(b) = [Bet BiT В,+ Bay 1. | 
A. CB, +B,/-1 В,-В,/-1 
“*deta)= a +a: ta: ta; = №а) ` 
де) = B+ Bi + В, + Вз = МО). 


e, N(ab) = N(ayN(Db) 
各。 设 wi 是 有 理 数 ， 求 证 ， Mkata i+ а +Í + QK 


7 的 集合 Q, 是 Q 的 一 个 除 子 环 ， 亦 即 9, 是 一 个 子 环 ， 并 且 是 


T a . ` 
z 
Ес: 
En . 
ка . 
ы 1 ` - 
Р . : k rg 
ы 
ч А ñ Н 
Мы". -y K А = 
Г а 
һы . 


Ө, 任 取 Qu 的 二 个 元 КО. 
а= с + G il+ а] + Qa k | | | соч | | | 
b= Bot Buit Bajt Bk 0 š a 


 a-b=(a,-B,)+(a,- Bitla- Ba) 
+(as- B ok. 

vair Bi 是 有 理 数 ，… xi- Bi 也 是 有 理 数 ，(i= 0 
1, 2, 8) 

.а-ЪЄ Qs。 所 以 Qo 对 加 法 成 群 。 


00 


- < 全 
'. z Ы 
可 

к 
т 

ВЕ 

ok Е 
о 
хр 
1 
я 


设 a=ao+ai+awsj+ asKk 天 0， 出 
N(a)=@,ta,’ +a +a 5 0 


зе = -se 一 QQ 一 0 ak сайла 


аа a 


ас=са= 1, w е=а4-!, 


Ку а,ј-а ask 
= (В.+ Bit B.i+ В.к) ‘(re атыз жаз? 


ETT 2+0 ,2 +0, [Buan В.а, Bra В.а,) 

+(-— Ваа, + В, а, – В.а; + Вза,)1+(- В,а, 

+В,аз+ В.а, - Вза,)ј | 

+ (-В„«;-В,«,+ Baart Üs a Dk] 

” ”有理数 经 过 加 、 减 、 乘 、 除 的 运算 仍 是 有 理 数 
ba- € Q。 即 Qo 的 非 零 元 对 于 乘法 成 子 群 。 


”从 而 证 得 Q@, 是 Q 的 一 个 除 子 环 。 | 
5 。 如 果 a i 或 者 都 是 整数 ， 或 者 都 是 奇 整数 的 1⁄4. 验 


证 ,四 维 数 a。+ aii+ a sj+ a sk 的 集合 J 是 Q 的 一 个 子 | 


环 ,J 是 否 一 个 除 环 呢 ? 
【证 法 一 任 取 a= G, + a i+ G ,j+ G sk, 
b= В. + В,і+ В,ј+ Bk EJ, | 
а-ђ= (а, – В, )+(9,- Bitla- В.)ј 
+ (а: В ?)К, 


Lan ВВВ, оз, Ваа, 


Cai- В:) 都 是 整数 ， (i=0, 1, 2, 8) 


2 ) 当 ai (或 Bi) 都 是 整数 ， 而 Bi( 或 a1) 都 是 奇 
整数 的 %， 则 (4 ;一 Bi) 都 是 奇 整数 的 6,(i= 0,1,2,3) 


E23 


„ыз“ 


PT с=т= ттш — т лу сто НК" 
йе. Ж ` 1 
ш" . Е 


“a 一 b€J。 即 J 关于 加 法 成 子 群 。 

X, ар= (а, В. - а, В,- а, В.-а, В, j+ (а, В, + 
а, Bota Вз - а, В,)і+ (а. В, - а, Pat а, В, + 
© з В ,)ј+ (а, В.+а:В,-а, В. +оз В, )k 


Day +Y i+ Y+ ҮК аро aus topave ( * ) 


1) 当 ai，B i 都 是 整数 时 ， 因 为 整数 加 减 乘 结 果 仍然 
是 整数 ， .. Ү 18036: 0, (1 = 0, 1, 2 ， 3 ) 
2) 当 ai, PRETERA, "T 


2ni+ 1 2 m; + 1 


i= > Biz=—— Cnm AEO ai B J | 


= (дю +1) ( ат; + 1 )。 任 一 个 Үк(к= 0,1,2,3) | | 
表 为 4 个 形 如 二 于 (C2n;t+ 1 ) ( 2mi+1 ) 的 和 ， 即 形 为 


偶数 ， 偶数 _ вк 
4 


Д 所 以 Yx 可 能 是 整数 ， 也 可 能 是 奇 数 的 
%. ваних, YX 要么 全 部 是 整数 ， 要 么 全 部 是 奇数 的 


Re XXE, #ENa)=a tai ta? + a, Hai 
: 都 是 整数 时 ， N (a) 当然 是 整数 ， 当 a ;都 是 奇数 的 苔 时 ， 可 


. 今 ` 
Аха; = 一 =, д 则 ais _ 4 ni’ renit 1 念 4mit 1 


(ms 为 整数 ) 此 时 


Na)= 2 Q ;2 = 1072 = 整数 ， 
ie0 4 


иш, Ваа NO) = B + ви 


+ 月 :+ B 2:， 也 是 整数 ，.…N(ab)= Мба) МЫ) = Y ,2 + 
Yé +Y, +Y 是 整数 ， 如 果 Yi (i=0,1,2,3 中 
82 | 


有 一 部 分 是 整数 ， 有 一 部 分 是 奇数 的 的 ， 则 不 可 能 保证 
Yi2+Yi2+Y + Y, 是 整数 ， 所 以 Yi 要 人 么 外 全 是 整数 ， 
R L ETERA A, Hla+b€ J. 


8 ) ма ;都 是 整数 ， 而 Bi а, Mlo i pis 


整数 的 坊 ， 而 每 个 Yk 是 4 个 时 琴 的 代数 和 ， 所 以 Yk 可 能 是 


整数 ， 也 可 能 是 奇数 的 驰 。 与 2 ) 的 证 法 同 ， 为 你 证 N (ab) 
= Y tY tY tY RRR ҮД ХЕ E 数 或 
ERRETAN. 
ш ВН, Tia iAP e 亦 有 同样 的 结果 
综合 1 ) 2), 8), ，abEJ，J 关 于 乘法 封闭 . H 
了 此 了 J 构 成 Q 的 一 个 于 环 。 | К 
但 J 不 是 际 环 ， 如 a = l ti+jtkEJ, 但 
а'=4(6(1—1-)-К) ЕЈ. 
[证 法 二 ] ， 只 就 aE J，bEJ，cabEJ 另 法 证 明 。 
ELHA), $a, Boz G Pa a:P2- а; 
有 =d， 则 | | 
 ab=d+(d+o, (B -Br+aiCB - В) +а, B. + 
B,)+a,(B,.-B,)Ji+t(d+o (В, - В.) +а, (В, 
+В) жа, BtB taB- В.) )ј+ Сажа, 
(Ba-Bas Bat Вата, В.+ Вота Ва 
-В,) К 


=4+Са+ (а+а,) (В, - В.) + (а,+о,) (В.- В) ` 


+2 (5, В, +а, В, )i+(d+ (о, +a) B- Bo) 
+(аз +a) В, ~ Ва) + 2 (а В, +а, B) 
+са+ (а, + аз) Ba- В) + (а, +а,) (В, - В,) + 2 
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* . 
. | N „ёз „+ 
= Аа о Дн 2а АЈ Дай 


Ha 
ra : ТОТ. 
。 л Реч ` 
= 


O EER, Q¿ab€ J. 


(а, В.+а 1 В К 
记 a+ (dteyit (dte)it а + сз), 


1) мо: Ві, ЖЯ, ака+ай= 1, 2, 3 ) 都 


А | Дл 


2) Мах, Ват, W. 
dotas Bi- Вг, Aat Gs, В. – В ;都 是 偶数 的 


J%， 即 为 整数 而 2 (а, Bota, Ba (+ Ж) 
яя ыы 638 БОИ 
„есу = Ca 0 +a í) ( В t B 0) + (a +943) (Вз - В sy ЕЎ 
+2 (9а, Bota: P ÆRA, C;Cs 也 都 是 整数 。 | 


=> e 


ved = 以 ‚р,-а,р,-аа,р,—-—@,р,=-+4 Сяр – 奇数 
7 ##- 奇数 ) = = + ЖЖ = 整数 或 奇数 的 埠 。 — 


Жам, ша, d+clid+tcsd+cs 也 都 是 整数 ， 
和 有数 加 o, Mij, d,d+ce,,d+e,,d+ e, 5388 为 奇数 的 


r 
` 了 
` - ` .. 
， + 
= 
= . А 


S ab€ J. 


ээн (或 Bi tst ШИТ 
Ма,+а,, в, - Во» а, +93, В з ~ s meus 


аса. В.+а, В.) = (+= ш, 


с EER, 同样 ， C. C| BRERA. 
"а= а. В.-с, В, - а, В, - а, Вг 
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4 


请 


-BA EH EB БИ уы энени 
аж, а,а+с,,а+е, „d + cs 都 是 整数 ， 当 d 为 奇 


HAIR, d,d +e dte: d+ р, 
“2bC J, 


JJ 题 28 
1 。 决 定 四 维 数 环 的 心 ， 
( # ) 设 Q 是 四 维 数 环 ，C(Q) 是 四 维 数 环 Q 的 心 。 
知 c=co+cii+cj+cakEC(CQ)， 必须 而 且 只 须 对 于 任 
да=а,+а,1+а,)+а,КЄ Q, 有 | 
са = ac, 
即 必 须 且 只 须 
Q&oco 一 QICI 0503 — Оз Сз = Coo 一 C101 — C203 — Ca0s 
| Досу FAiCo T 0,65 — 9565 = Coty + C iG C203 — 650; 
OC, ~ 0163 + G.C. + 236: = CG — C Gs +С,@®, 十 CsQl 
2563: +G IC, 0,6 + 0С = C.G, +e G, — G.G, T G G, 
Q „Сз – а зСә = 0 | 
HUS casc 一 Qicas= 0 
| Q 1с, ~ G 2 = Ü 
由 于 是 任意 的 ,要 使 上 式 成 立 ,必须 量 只 е, = €, = es = 0 
009) = {co | co 是 实数 } 。 


2. Q 
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КАСТ. шык! z’ втра 8 
本 . г, 


i 


Ра а ни" Па А уту „с=с С L` ` K . 
. А ` E . 


=. 


' | ACI Qi … G G In 


里 的 oi 是 不 同 的 有 理 数 ，R。 是 有 理 数 域 ， 求 证 ， 阵 环 Ron 

里 的 C(a ) 是 对 角 阵 的 集合 ， 亦 即 是 与 (a ) 形 状 想 间 的 阵 的 

集合 。 . | | | | | . 
Суј Cig “"* Cin | 


(E): Ф (= са сыс сз | 是 Ror 的 任 一 元 ， 


Спі Спо *** Cnn 
ж (с) ECC a )， 必 须 且 只 须 (c)(&)= (а) (с) 
Сї Ciz ° Cin,( Q; 0 
. G ... Q 
е (е) (a) = 21 C22 Can 2 
Cn: Cno е Cnn Q Qn 
Qicll C2C1s … GnCin y 
_— | G Cos, Ф506, … GnCon 
Qicni ACn … GnCnn 
Q, Ü ү, Cii Cig … Cin 
(о) (е) = Qa C21 C22 … Czn 


0. Cn Cni Cng .'. Cnn 
= C21 9,0,3 e Сп 


| Cncnl GnCn, ° omcnn 
比较 两 个 矩阵 的 《ij ) 元 素 知 
с; = Gicij 
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A 


BI] Саз- 03) сіј= 0 
hB Miji, aiaj, 2.а1-а4е 0 
因此 必须 ，ecj= 0, WEEORTHARTEKI N ARE 
为 0， 反之 ， 若 b 是 任 一 对 角 阵 : 
В.-0 
(b) = ( ... \, 则 
0 … 上 nm 
(a) (b) = (b) (a) 
Gi ‚0 | 
O … | 
故 证 得 c(a) 是 对 角 阵 的 集合 。 
З. ЖЕ: R ËJ T> Ë Hi Bb EE 
а 0 


Ес о а 
的 集合 。 
CENEO E ec(Ron)，(c) 首 先 要 与 对 角 阵 可 交换 由 上 


С; 0 


题 知 ，(c) 必 须 是 对 角 阵 。(e) = 
| 0 Cn 
ХЕ (а) Є Коп, (с) Е (с) (а) = (а) (с) 
(с) (а) = (сја:ј), (а) (с) = (aiici) 
因此 cjaij= aiici 妈 (ci 一 ci)aii= 0 
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， 2 : : s". . ` Оа | к С. Y | . . .. 
人 人 


y 
А a . ч. ' А ` . ` А ` . 
— aa k „ыл L... kaa awka жылы А” s. | L. 1 _  _. 下 生计 一 ' Ж ni КЕ КЕ ` ' a . НИН 


' ` ` 
= Ca oo iah Byk 1 opa aaar aia o i 


pp a. DT ri, A Be ы ле сМ. imaka А ы йыз. ды Jusl. A шый. Ж ыы am P М ia 


—— = 一 ra. z. 1 


Csee 0 


“oC 二 
В ... í) ` 


反之 ,车 b 是 任 一 纯 量 阵 ，(b) = (gf ) ， 则 对 任 一 


ai … ап | 
a= ( : : J ERon， 有 (b)(a) = (a) (b) = 


anı АГУ; ann 


Ваз, z B ain 
( ** В апп ) 


故 证 得 c(Ron) 是 纯 量 阵 的 集合 。 
| a b 
4. 设 s 是 玉里 如 (。 。 ) 形状 的 阵 的 集合 ， 求 os) 


a b | 
5 解 ] 设 (a)E cls)，(0) 与 形 如 (“，，) 的 矩阵 可 交换 当 


нт (2 。) 的 矩阵 可 交换 ， 由 第 也 题 知 (o ) 为 对 角 阵 


Teas (а): 


| b | 
(оо) (Су ы) 


a Ьа, 0 b 
о O a) (оа) 
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k: 


соз 


` (0820) (е 58) 


0 G, G 
а, b= a,b, BH са, — 0,)b= 0 
bR, 0, =, = а 


sash а) 


反之 ， 由 上 题 纯 量 矩阵 当然 与 s 里 的 矩阵 可 换 即 c(s) 是 
I ,中 纯 量 阵 的 集合 rio 


习 题 29 


1 .如果 是 整数 ， 求证 ，na 形 的 元 "TY 合 nA 是 一 个 更 
想 。 
[证 ]， 令 DA= {na|n 是 整数 ，a€ 环 A}， 显然 nA 是 A 的 
子 集 ， 任 取 na，ma€ nA, Hl 
па – та = (n— m)a € nÀ ( пто ) 
“nÀ, + 是 A 的 加 法 群 的 子 群 。 
又 ， 对 任意 bEA，b* (na) =+=(5a)€ nA ( ', baEA) 
Н. (па)Ь= n(ab) € nÀ ( °, “abE€A) | 
故 nA 是 A 的 一 个 理想 。 
2. 求 证 ， 在 任 一 个 环 A 里 ， 使 na = 0 的 元 素 a 的 集合 
是 一 个 理想 。 
O GEk 令 N= (а|па= 0，a€A}，N 当 然 是 环 A 的 子 
集 ， 任 取 a1，a, EN， 则 nal= 0, па, = 0 
п(а, -а,) = па, -па, = 0 - 0 = 0 
“а, -а, EN | 
eN, + 是 A 的 加 法 群 的 子 群 。 


рн 


күл 


Ж, 对 任意 bE А, 

n{ba)=b(na)=b:0= 0, sa € N. 

且 n(ab) = (na)*b= 0"b= 0, %ab€ N, 
故 N 是 A 的 一 个 理想 。 

习 题 50 

1. 如 果 D 是 含有 4 个 元 素 的 有 限 除 环 ， 求 证 ， 对 于 每 个 a 

єр, | ` | | 
а= а 


【证 J)， 因 为 D 是 除 环 ， 所 以 了 中 非 零 元 素 集合 ств 


法 构成 一 个 群 因 了 DD 的 元 数 为 4 所 以 G 的 元 数 为 4- 1 即 G 为 


q 工 阶 的 群 。 由 第 一 章 Lagrange 定 理 的 推论 ， 对 于 G 中 任 
意 元 a， 有 aq” = 1, 即 aq=a。 

而 对 元 0 оч = 0 7 

“对 任意 a€ D, їй {ач = а, 


у 题 31 


1 验证， навит ( ° ni 


GB, pon (а + Ву = ја, SAMOCE AR 
环 。 


可 换 环 。 
КАТ a+ т ( _ Б, Жо + Biy 1 
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=0a:+ Bv - 1, М а@,у=а,, лен г!) 


| =( + В: ЭЭ, EZ, Жа + В ,м ~ таа, p ,VT 
B; © | 
Ша 5а, B ,与 有 ;中 至 少 有 一 个 不 相等 。 
a, В, a, B; .. | | 
“(Lg и) 0р, 。 1 是 C 到 R: 内 的 
1 1 了 映照， 又 显然 | 
(‹(«,+В,//- 1)+(@,+В/-1)0)7= 
(Cait Biy -1)n +(G , + Bev -1)n 
((a,+B,/- 1) (a,+B,Z-1)3n 
=(a,+ Biv- 1) (a , + Ву 1) 
“i 是 C 到 RR 内 的 一 个 同 构 。 
2, 验 证， 对 应 a= a + 月 w- 1—8= a-Bv-1 1 是 C 
里 一 个 自 同 构 。 | 
СВЕ 2: <: Т; а= а + Ву 1>a=a- Ву- 1, u 
а-аа, Выня а - 1 
对 应 ， 所 以 1 是 复数 域 C 到 月 身上 的 1 - 109. ХВ 
| С(а, + В т) + (а, + В „М-Л = (@,+ 


;)+(В,+В8,)/  -1%=(@,+в,)—() 1 十 月 2)W-I 


=(а,-В iv- 1)+(в,;-В›,›/- 1)=(a,+ 
Biv -1)7+(@,+ В уи -1M 
而 且 ， CathBiv -lle +B, -1)N= [lara a- 
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шй. 


чес “шыл лае а Һа 


本 mm 本 二 一 -一 “三 一 
г 


р .— wi w — "TT — от ы т 
' Ра 


ӨЧЕ) 


В.В.) + (а, B,+a,B ) Z - 12 


| = (а, &, В.В, ~ (а, В, + а, В) 1 = (а, – 


Biv- 1) (05 - В.м - 1) = (а, +В, - 1)n.: 
(а. + В хи 1) o 
“1 是 C 里 的 一 个 目 同 构 。 


3. 验 证 ， 对 应 ( 。 9 ) ~ a 是 对 角 阵 环 到 它 的 系数 环 
KK 内 的 一 个 同 态 хо | | 


СЕ: Фп, ( o) =o， га (5): l 


(a 5.3) о, = а, = а, p. =p.= В, `. | 
(G'a) (G'g, iss meneame ха 


Je 


所 以 ?是 一 个 同 态 о 
4. Е: 对 应 m; 
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а, G, G, Gs 


-0 ; Фо -03 


G +G, і+а ,.J+t G k -> 


- G O 3 Фо ~ 


“Qs -Q Q; 


QE): 因为 дева, 必须 且 只 须 四 个 分 
量 对 应 相等， 同样 R, 中 二 个 矩阵 相等 必须 且 只 须 对 应 元 素 
相等 。 因 此 "显然 是 Q 到 R, 内 的 1 -~ 1 映照 。 又 因 O O 
j+ Bam ` 
s+ В ,KI n 


[(aotauiirasj+ask)+(B。+PpBi+B 
=[(а@,+8,)+(а,+В)1+(@,+0,)]}+ (а 


(а,+ Ü.) (а,+В,) (a,+B,) ( 
_ |-(а!+В,) («+ В,) -as+pBs) ( 


-(а,+В,) (a, + В,) (e + В,) -( 
-(а,+ В) -(a,+B,) (@,+В8,) ( 
¿Čo Сі G, аз. б, В, B, 
-Qi Qa -Qs 9, + -В, B, -Ba 
-QQ Оз Qo G, -В, В: В, 
-Q3 -QQl ау. -BPs -В, В, 


=(а,+а@а1+@,‚,)+а@,Юл+(В,+8,1+ В 


В, ((а,+а1+@,}+@,Ю)*(бВ,+81+8,]+8,К)3л 
=a Pazapa „В,-@ +8» )+(G B +a В, 
+a, s-a, В,)і+ (а, В, +оо, В, ^а: e By 


十 abs +@;В,+@,‚,В,-@,В, kon 


©, 
а, 
Qo 


asta), 
а,+В,) 
а.+В,) | 
ao+B,) 
В, . 
В, 
-Pı 

В, 


1+ В sk)n 
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一 上 
. ` 
= ` 
' . А КАА . Yoe ， .. . - А - u А RE . . | - т _ . о, . А ， ` 
Име До. aS . | | | ` ` ... ， : : . | . .. НЕ - А . ' 
wam шсш. -二 ышкын уы k Дэл ЖШ з pb a „ыйыы i — А . а : А i О 2, А . "x. 1 . ай ү: бо. ат: А - ' Сор Сз .. Е 
"w 一 Ла айыы Di М б 上 as элә Ады, -ia РРЦ ы = he ор нй Файда ата ‚ыызы: j adei Tiitii E АЕ ьа А Ë 
- ліл Ты, 


PEPPEN ъа 
к wa =° 1 Jri 


(а,В,-«,В-@,В,;-@,8;) (e B +a, В+ 
-(a Bta Bota Вз-а, Вз) (e B. —- a Pi- 


-(в@,В;+а,В„+@;В,-@,Б) (avBs+asBo+ | 
u -(а‚,В5+;Вь+@,В,-«,В,)-(«„В,+=,В,+ Е 2 
а, Вз- а: В,) (а, В+ о, Во+а:В,а- а, Вз) a ~ 


а«,В,-@,8,)-(,Вз+@=,В,+@,В,-@,В,) 
aB- &,В,) (ав@,В„-«!Ву-@;В,-@,В85)- 
а.В.-а, В) (a B ita, Bo oto,Bs- ао; B š) 
(aP +o, B +o, В, - а, В,) 、 

(a,B,+a,B +e, p —- а, Вз) 

(w В,+о, В, +а, Вз аз В.) 
(а,Вь-а,В.-а,В.-аВ.) 


| вв, а, аз В: В, В, В. 
_ -Qi ,-@, aa | -有 Bo -Ba В, 
“®; Оз Qa `Q; -В, B, В o -В, 


-Q3 -Q а, Qo -Bs -B, В, В, 
=(а,+аі+а,ј+ оюп (В, +Ви+В,јз B ¿lon 


所 以" 是 9 到 内 的 一 个 同 构 。 
sJ 题 32 


1 人 Sm=rs€l, 验证 ，(Y)/(m) 是 1/ туа в, 
СО эң Vow | 
GE): (1 ) 任 取 5E (г) / (т) а= а + (m), аЄ (EI 
“a€1/(m), 即 (r)/(m) 是 I/(m) 的 一 个 子 集 。 
对 于 任意 的 a5=a+ (т) Є (r)/(m), b=b+ (m) € (r)/ 
(m)， 其 中 令 a= nir, b=n,r, (ni, az 为 整数 )， 则 
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КҮЛЕ ` a 
ЖО 
Na с 


а-р= (a-—b)+ (т) = (n, — n. )r+ (m) 

.а-ЪЄ (r)/ (m) | | 
所 以 (7r)/(m) 关 于 I m) ФАЈЛА T EE. 

又 ， 任 意 的 ec=e+t (м) Є 1/ (т) 

ас = ae+ (m) = (п,с)г+ (т) Є (r)/ (m) 

са = са + (т) = (n,c)r+ (m) € (r)/(m) 
Н (т)/ (т) EI ma 的 一 个 理想 。 

(2 ) 作 I/(m) 到 I(r) 内 的 映照 9， a+ (m)—a + (т) 
+ a+ (т) = р+ (m),l|(a - b) + (m) = 0 + (m) 
г.а —L==0 (тойт) vr | m, ла рез 0 (medr) 
2+ (r) = + (r), 这 说 明 TERK, 

X, la+ (m)J+Cb+ (m)23)n= tatb)+ (т) 01 = 
(a+ 0) + (1) =а+ (б +Ъ+ (т) = (a+ (m))n+ [b+ (т) 9 
ЇН, {Са + (m)]Cb+ (m))} =Cab+ (m)) =аЬ+(т) = 
Car(r)3Cb+ (r))= (a + (m)]a。fb+ (m)3n 

ХЕТ Саъ) 21/0) РУНА, NAR G) 中 任 一 
sa + (т), ТЕТ/ (m) 中 都 有 原 象 a+ (m), MA 是 8 上 的 辐 
ERR, И (т) Ж1/ (та) [Н] Җ 2, Ооу 

现 证 (r)/(m) 是 同 态 的 核 ，I/(r) 的 等 元 是 (7) 

K = Ке + (m) € (т)/ (ха), И | 

Кп = [kr+ (mIn =Kr+ (и) = (r) 

反之， 对 a=a+ (т) Є1/(т), #- 

ач =(a+(m))n = (r)， 则 因 | 

[a+ (m)]nm=a+(r)， 所 以 必须 aEE 0 (тоаг) 

а= kr, ..а=Кг+ (т) Є (ү) / (т) 

н] М, (1) / (m) E: n 的 同 态 核 。 


+ А. б | . Е ' .. .: . | | А , А : . :, ... Оо, . , ， 2 . | . ‚ А 
kanaka ж a at айы i aa йыш. kalp ла Жый: Ai i аа 2з. с... 2 + С 
- ihi kre L. КУЗ АШ adi Aa aa ain i SE AE, EEEE $i a 


1 -- 
“ А 
Е 
зо = 
А Ие - 
о 
o Ta 
17 
, . 


pym p- - n.r са, a 
рант ре i pe e T ИИ " _ ЕР, канф, ы 
Y SN ш. ШШ a ` : дооң oif Ж É 
a) : . -> Ñ к 1 
Жу... - ` 7 272 Е 


1 jE E] 22 3: kE НП П1/ m) (r) / (т) 251/ (r) 
i | 
2. 试 在 形 如 (。 。) 的 隆 所 构成 的 I: 的 子 环 里 ， 决 定理 
想 ， 并 由 此 决定 同 态 象 。 | | 
| | а D 
CHEJ: 令 S=1 人 А Jab. | 


_ 易 证 S 是 I: 的 一 个 子 环 ,S 的 子 集合 S/ 要 构成 理想 * 须 满足 — 


(° (2n na) = ( aai + bas, aa: t+ baz: ) єз | 
0 С а», а, ` са, |. са, , : | . i 
(2. гура >) _ (22. ШИШ: | 
а, 8 /\0 с aa,, а„р+а,,с 
从 而 必须 ca = 0，aa,,= 0 
а, ЖН, a= С 0 | 


(е "ье 中 是 :的 理 和 


T, 关 于 8&/ 的 差 环 1,/S' 是 I, 的 一 个 同 态 象 。 | 
3. 如 果 a->a 是 R 到 R 内 的 一 个 同 态 ， 求 证 (ац) ә 


О (844) 是 Rn 到 Rn 内 的 一 个 同 态 。 


CHE): 今 т: а->й, 是 RR 到 下 内 的 一 个 同 态 ° o 
P (aij) > (āij), 显然 是 Rn 到 Rn 内 的 й 


事实 上 ， # (a13) = (bip), Maij =b; lj 
由 于 n ERARI, 2.84iy= bij (ау) = (bij) 
X, C(ai;)+ (bij)J@ = (аіј+ ы) Ф = (aii F bii ) 
66- 


=((aij+ bij) n = ((ai;) n + (bii) n) = (aij + bij) 
= (913) + (bij) = (aij) Ф + (bij) Ф 
> C(ai) ŒP = (2'la:kbk;) Y = (Daikbki) 

K k 


= “анек п) = С( аюу) 2 = (8:3) (613) 
| k | 


= (ај) Ф * (bi;) @ 
“是 Rn 到 Rn 内 的 一 个 同 态 。 | 
4. л 是 A 到 它 自身 内 的 一 个 同 态 , 验证 ;被 1 所 固定 ， 
Ла л =a 的 A 里 元 素 成 一 个 子 环 ， 如 果 A 是 一 个 除 环 ， 
ЗЕҢ Аз 富 0 ， 则 固定 元 素 的 集合 构成 一 个 除 环 。 
СИЕ): (1) 令 S= {a |an=a，aEA，"7 是 A 里 一 个 自 
同 态 ; 对 任意 a!，2,ES, а, п =a, а, п =а. 
s (e, —a,)n 3a; n-a; =a, ~a, 
^а, -а, ES | 
” 即 S 对 A 的 加 法 构成 群 
Xaa) п = (а, п) (а, п) =а,а, 


saa Є, ХАНЕ ФН. 


| 可 以 S 构 成 A 的 一 个 子 环 。 | 
(2) АДЕН, MARESTE, 85 Ал=0, P 
以 信里 的 有 目 辐 态 1 把 人 恒 等 元 变 为 恒 等 元 ， 即 1 1 = 1, Ak 

` 1ES， 设 a( 闪 0)ES an =a, : йаг! 


vies 1 n = (aat) п =ач (27) паа • (а!) т 
BARER а-а! = (a !) п, лаг! ЄЗ 
入 的 一 个 除 子 环 。 


5。 求 证 ， 工 到 它 自身 内 仅 有 的 同 态 是 恒 等 映照 及 把 每 个 、 
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А 


ы aaie a ЕЛЕ AE TET P PE Y ПРЕ S PP Jal ap ini- ha àa ied L А ` ，， КИ МС sk ы LZ Lu А а, 


А А 
' ч 
. - ы * 
- - - . 的 Ы ы i 
—i uk ara Dk ahaa а алк у чылыы ы йы p ана: зані А. кы. ыа . | „з. ‚оо, 


-- а МА. а сл елан йч. АМГА 1: сада 


. ` ' 
N А . ШЧ . . : '. 
bi СРТ a зш а, 


1 . 
ОРОС ` ' | 
== шайыбыз. ы = 


— . . Z. 中国- 


' 
-m ты АЙ „узды J. arun =a 


元 素 映 到 0 的 映照 ， 并 就 有 理 数 域 证 明 辣 一 结果 。 | 
GE): (1 )I 的 恒 等 映 照 及 把 1 中 的 每 个 元 都 变 成 0 的 映 


照 显 然 是 I 内 的 自 同 态 。 — o 
设 " 是 [内 的 任 “ 明 网 态 ， 车 1m=0， 员 则 对 I 中 任意 

3， = (2. 1) п=атп• 1n=an ° 0 = O | _ 
БЕРД п ИДЕЯНЫ 0 , | I 


f lna 0, ИЯ {Ж аЄ1,ӨҢатл = (5 • 1) л = (= n) 
。 n Ежат(1- 11) = 0, Ñan 02 1 - 1" =DO0B 
1 7 = 11。 其 次 对 任意 aEI， 若 a 之 0 ， 

71=(a。1l)n=(lrt+t…1li)mn-alm)-as1=a ~ 

w——— | | 
| | a 个 Б 

Жа<0,-—-а.>0, Hans- (an, 

有 一 а= —(ал)..а=ат . | 

Врт 把 中 每 个 元 都 映 成 自身 ， A 是 A 的 全 ЖЕ ШЕН 

(2 ) 设 及 为 有 理 数 域 ，m 是 有 内 的 任 一 自 同 态 

者 1n=0， 则 同样 有 an = 0，a 是 R 中 任意 元 ， 此 时 
1 是 把 R 中 所 有 元 都 映 成 0 的 自 同 态 。 


车 11*0， 由 (1) 知 ， 对 任意 a,，DPET 有 qn = 
рл=р, іт =1#(p'`in)= (pn)-`:1, 


任 取 aE К,а] а = 2. Ср,4Є1,(р,0) = 1) ` 


an=( n=) т=п + (pn 
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КЕ т 是 把 R 中 所 有 元 都 哆 成 自身 的 自 同 态 态 ， 即 1 ER 
НУ E SF Ш. 

6.58 МЕЕ, S n АВА БЕЈ — 1 映照， 

а+==(ал +b n)n- 1, ADD T : 
把 B 变 到 与 A& 同 构 的 环 ， 应 用 这 结果 证 明 ， 一 个 具有 但 等 
元 的 环 也 是 关于 下 面 合 成 的 一 个 环 ; 

a®b=a+b- 1, a@b=a+b-ab | 

СЕЈ: (1) 先 证 B 关 于 两 种 合成 构成 环 1) Van, 
bnEA, A 是 环 ， .an7+bn€E€A,，an。bn€A,， ЭВ 
到 A 上 的 1 一 1 映照 ， 所 以 逆 映 照 1-! 存 在 antbn, ` 
ал .bn 有 在 B 中 的 原 象 ， 所 以 (an+bn)n-!, (ал+ i 
рп) ч: ЄВ, Bla+b€ B, ab€B, 2 ) (а+Ъ) +с= (ап ` 
+рл)л + с= С (ач +рт) 7,6 т жет) т = С (ат 
+рп) жеп) тп‘ = ал + (ъп + еп) п = Сач + (т 
+em)nm • mln = Сат + (+ е) пут! =а+ (+ с), 
3 ) 07 ”在 B 中 关于 加 法 起 便 等 元 的 作用 :a+0n- = (ат ， 
+O + 1)1-1=ann.1=a，4 ) 对 于 a€B, 有 (-a п) Е 

n~!1€ B， 使 得 | О 

а+(-а1) п = Сат + (-ап) п - тйл! = 
(an-an)n = 0) п: | 

5 )а+ъ= (ап +ъп) п‘ = (рп +a) п! = bta. 

6 ) (ab) *с=С(алт +Ъл)л^!]с=С (апл bn) т^! E 
e nenn = (ал +bn)X(em))n-1=ífam + (рт, ` 
сп) п"! = Сап • (рп еп) по тутт! = Сат • (bee) ` 
nT! =а(ре) 


6 6 


Pe e T ee eee e ee er cte 
үс МР . . 
Vm ИИ б. .. 
Waw s ka 2- 
` 


7 )al(b+c)=at(bn+cen)n :=tan • (рт +cn) u 


171 туят = Сат (рт +ет)) тт! = (ат *+bn+an ° 
слуп! = (альт) п! • n + (атест) п! путі = 
(ар) n + (ас) п) ч‘ =ар+ае 
(0+ с)д = (т + ет) пт! е а= 4С (рт вет) ч! • 
п) • Сату) п '=((bn+en)dnJn-1= (bn “QT 二 ca 
ап) п: = Сп edn) nie n + (ет ач) пті дуц! 
=[(bd) п + (са) пуч! =Ъа+ ед ` 
因此 B，+，“。 构 成 环 。 
髓 证 B 与 A 同 构 ， 因 nn 是 B 到 A 上 的 1-1 RE 而 且 ， 
(а+Ь) 1 = С(а т +ъл) л insan +bn 
(а • р) п = (ап ът) 1-:) т =ат pn 
ПЕВА ЕЛА, 所 以 环 B 与 环 人 A 同 构 。 
( 2 ) 设 A 是 具有 恒 等 元 的 环 ， 把 A 看 作 集 合 ， ERA 
A ЖАША п: а- 1-а, 这 个 映照 显然 是 1-1 
的 ， 并 且 是 到 上 的 ， 因 为 环 A 中 任 一 元 b， 总 可 表 成 b= 


. l-e (RERc=1-b), T Ж ЫЕ ДАШ ДЕ 
с Res 
Я 集合 A 中 定义 тина яяя ков 


式 : 
a®b=a +b- 1=1-((1-а)+(1- -b) 


= 001 -а)+ (1-0) 971 = (an bnn 


aob=a +b- Da) 
(1- TD n Cann 
于 是 由 (1 ) 所 证 知 ， 集 合 A 关于 合成 @， 0 成 环 ， 并 н SE 
(A, +, °) 同 构 。 
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习题 53 
а р. ` 
1. 验 证 ， 如 ( 。 。) 形 的 阵 的 RA, ма, bE [时 ， 
是 L: 的 一 个 子 环 ， 它 有 一 个 堪 恒 等 元 素 ， 但 无 右 恒 等 元 素 。 
于 是 ， 证 明 ， 这 个 环 不 与 它 自身 成 反 同 构 。 
= Кя 
[证 ] 令 з= {0 |as bEI} 


ER O 9), w > ) es, 则 


а; bi 2 bz 178; р, ~, | 
ç „)-\‹ Ыш 0 ) ss 
n S 对 于 LI: 中 的 加 法 构成 子 群 | 
又 ( "ү »)= (2 ч \єз 
(ara, biba EL) | 
СА SHTI 中 的 乘法 构成 子 半 群 ， 因此 S 是 1, 的 子 环 。 Е 


(2 )8 有 一 个 左 恒 等 元 ( 2), (5 үс) 


- (, 1 ) 但 无 右 恒 等 元 ， (6 "(5 у= (° ab) 
d b. ш 
° P ) š Co ‚) 


要 使 ( 
必 取 ac=&@，ad=b, с= 1, d= 


b 
a 


b> | ° d. _, 
但 因 d = 261, 所 以 S 中 不 存在 阵 (о о) 使 得 


ш 


F 
А 
£- 
ae i 
“ч 
А 
ў 
so 
x 
kiz 
i 
is 
ЩЕ 
А И 
7а 
. = и" 
у 
„а 
ко. 
r F 
L 
i 
+ 
1 
i 
. 
` 
L 
上 
1 
|. 
po 
i | 
т- 
| А 
3 
K 
m. - 
ИЕ 
т 
F 
ET . 


C 5° 1). (а 0), ль 


| а LER 
| (8 ) 设 3 ñ 0) (È es 到 自身 上 任意 
М1 - 1А}, 因为 l Е 


K Jlo 9) "5 Я Ü п = e P) 


| ‚Б 
вж (о о) т" GG о) о) 


由 上 面 (2 ) 知 ,8 中 没有 右 便 等 元 ñ у, J" 


. P) 因此 对 任意 9， 都 有 


0 06 1" тс), PRR 
_ 构 映照 不 存在 ， 所 以 S 不 与 它 自身 反 同 构 。 O 
2. 对 于 半 群 定义 反 同 均 ， 求 证 ， 任 一 个 群 都 与 它 身 身 成 


51А. 
СЕХ: WS, MEFR, ЯЛТЕ, 18, 上 的 一 个 1 


3 一 1 映照 1, P ел 对 于 任意 的 a b€ >. 都 有 ， 


(ab) т =bm бат 
则 称 半 群 S,，S, 为 反 同 构 。 
СТЕ 2: 设 G 是 任 一 个 群 ， VERR ER 
T: a—a- `, a C€ G 


显然 1 到 G 月 号 上 的 1 一 116R, WA 
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(ар) п = (ab) t= bta t sbn ean Е 
7 是 G 到 自身 上 的 反 同 构 映照 ， 即 G 与 它 B 身 成 及 同 
аЙ 
3, 一 个 环 到 它 自身 上 的 一 个 反 同 构 叫 做 有 反 自 司 构 。 R Е 
ЖЕ: 一 个 环 的 自 同 构 及 反 自 同 构 构成 一 个 变换 群 。 ЭШ. ТЕ 
DT PEH АТА #5 БЕ1Е] 1 2 的 一 个 不 变 fh. 
CHE): АЖИ, <Ç | 
G={ni ni |], ni 分 别 为 A 的 月 疝 构 和 反 具 网 构 》 ; 
( 1 ) 因 为 环 A 的 自 同 构 与 反 同 构 都 是 A 到 自身 上 的 1 一 -A 
1 映照 ， 所 以 它们 的 乘积 也 都 是 A 到 自身 上 的 工 - 1808, A 
即 G 中 元 都 是 A 上 的 1 - 工 变换 。 现 证 G 构 成 群 。 O 
1 ) 满足 封闭 性 ， 两 个 自 同 构 的 乘积 仍 是 自 同 构 ， 事 实 5 
E Жл 7j 是 A 的 两 个 自 同 构 ， 则 对 于 a,，bEA 
(a+b)ninmnij=((a+b)niln;j=(ani+bni) ns 
Ес =aninj+bni nj О = 
(ар) піт ј = Сар) т пле (ал IDIN 
| = (ami)nj。(bnmi)nj=aCnminmi *b(ninj) 
丙 个 反 同 构 的 渠 积 是 一 个 自 同 构 。 6:1, йл, ny E 
两 个 反 自 同 构 ， 有 
(atb) ni n. i =a( ni п, )+b( n nj); ` 
(ab) т ny = Ста) (ат) ту аллу . 1 
(рл Улу San nj) ереп n; ` 2 
一 个 自 同 构 与 一 个 反 自 同 构 的 乘积 是 一 个 反 自 и. 事实 їй 
上 ， 设 mi 是 自 同 构 ，? 立 是 反 自 同 构 ， 有 l: 
 (a+b) nini =a(nini)+b(nini) 
(ab) nini =Cla ni) bnini = (ті) n ° 


网 ГА rv. . ` . . 
= Ж ‚аел aa ` . бое 
ааа ¿hay акр 7 бу С, К» 
Th U Ye t “ud la к Ще. кс ЛС U STA. =. : 
кз РР ТСИ ЧН ГЕНО ТАЕ ИЧЕ 


=]. 
сә 
ца 


= жтт i 


ла aaa amar 


(апі) пі’ = (путі) абтіт і’) 


АЕ (atb) ni ni=a(ni ni)+b(ni ni) 
(ab) ni mi=Dpmi ni) *a(ni ni) 
所 以 G 中 任意 两 个 元 的 乘积 仍 是 G 中 元 。 
2 ) 满足 结合 律 ，G 中 元 都 是 A 上 的 1 — 1 映照 ， 而 这 
些 映 照 的 乘积 是 满足 结 人 台 律 的 。 而 且 合成 的 结果 是 自 同 构 还 
是 反目 同 构 并 不 因 不 同 的 结合 而 改变 。 
3 ) 有 上 的 恒 等 映 照 1 是 A 的 一 个 自 同 构 ，… 1 € G, 


le ni= Nijs 1=ni, 1 ° "i 1=ni, 1 


是 G 的 垣 等 元 素 。 


4) 7 是 自 同 构 ， 则 7 -! 也 是 自 同 构 ， 事 实 上 
(ат: +!) п = (атт) тъ (пт) таъ р 
s (а+р) пт атт! +ртт | 
且 (anl e ртт!) т = (атт!) п (рпг!) sab 
ab) т =an рт! | 
ткан, Шт BDE, WAE, 
(ат +“) п, =at+b 
se (a+b)n/ 7 1 =ат/ 1 Фр’ l | | 
H Cba’ 1) (ати 1) ут = (an?) (pn ” - SE =ab 
(ab) n/i = рти дт! б 
因此 ， 对 于 C 中 的 任意 元 ， G 中 都 有 它 的 逆 元 。 从 从 而 证 
得 G 是 A 到 自身 上 的 变换 群 。 
(2) 令 G1 = {nil n AHAHHH } | 
因为 但 等 映照 1EG G EGUES TE, XH 
1) n0inj= nk€G., 
2 ) 1 是 Gi; 的 单位 元 
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GRAS TT 0 . 
S 


3a)miriEGI，4) 任 取 G 中 的 元 g， 

g€ G, MW EG +g!" ig€G, . 

若 gEGI， 则 g LAA, кш ES АН, g ni 
TEHA, g i8€ Gi | | О 

由 此 可 见 G ВСЮ. 


当 A 是 可 换 环 时 ， 则 A 的 反 自 同 构 也 都 是 自 同 构 ， 因 此 


G= Gis 此 时 G 的 指标 就 是 1 МА ЕРАНИ, WRA 
没有 反 自 辐 构 ， 同 样 有 G = G1，G 4 的 指标 也 是 1 。 如 果 A 有 
反 自 同 构 a, 则 A 的 任 一 反 自 同 构 n 可 表 为 a Salain), 


аА, ат, АИ, Aan’ EG Ma’ 


Саб, RZ aG, 中 人 意 元 当然 都 是 反 同 构 ， G= С; + 
ас, 此 时 G: 的 指标 就 是 2 。 
4, 如 果 a->a 是 RR 到 R 上 的 一 个 反 同 Ж, 1: В (а) 


а) ERAR БА, (а) У ERE aji 


下 证 ]， aca ERIR ЕЈ 5, Cl- 
Е, 2. (а) = (а) 显然 是 Rn 到 Rn 上 的 1 ~ 1, O 
<. (aij) + (bij) = (aij + bij) (aij + bij) = (8ijbij)” 
= (3i) + (pij) 
(aij) (bij) = (аіхриј) >( Zaikbkj) = (Paik+bki)’ 
= (bij) (aii) 
"e (а)->(а)/' 是 Rn 到 Rn 上 的 一 个 反 同 构 。 


5, 站 是 义 民 同 态 ， 说 出 并 且 证 明 对 于 反 同 2 态 的 基 жж | 


理 。 
(Ж Ж]: Жл ЮА 到 环 A 内 的 一 个 映照 ， 车 对 于 A 中 
的 任意 两 个 元 a,b， 有 


(atbh)n=an+hbn 


75 


к. 
. А 
i 


(ар) n=bn san 
则 称 п 是 环 人 A 到 环 A 内 的 一 个 反 同 态 

反 同 态 基本 定理 ， 环 A 关于 它 的 任 一 理 想 B 的 差 环 А/В 
必 反 同 构 于 A 的 一 个 反 同 态 象 ;反之 ，A 的 任 一 个 反 同 态 象 


必 反 同 构 于 A 的 一 个 差 环 。 


CHE: (1) 对 于 差 环 (六 / 避 ，+。)， 的 集合 人 /B， 定 义 
二 种 合成 法 。 加 法 + 与 原来 相同 ， 乘 法 x 为 0 
(a+ В) х (Ь+ В) = ра + В 
集合 A/B 关 于 乘法 x 的 封闭 性 是 显然 的 。 又 因为 


С (a + В) х (b+B)Ix (с+В) = (ba+B) x (c+B)=cbatB 


(a+ B) xXC(b+ B) x (c+B))= (a+B) x (cb+B) = cba+B 
… 关 于 x 的 结合 律 成 立 | 
[(a+B)+(b+B))x (c+ B) = [(a+b)+ Бух (c+ В) 
=c(a+b) + B= (ca + B) + (cb + B> 
= (a + B) x (c+ B) + (b +B) х (c + B) 
(d+B)xC(a+B)+(b+B))=(d+B)x Catb) +В) 
=(a+b)d+B= (ad + В) + (bd + B) 
| =(d+B)(a+B)+ (G+ B)(b+ B) БО Е 
2 TF x 对 + 的 分 配 律 成 立 ， 从 而 (A/B，+，x) 是 一 个 环 ， 
而 且 (A/B，+,.， ) 与 (A/B，+，x) 之 间 存 在 恒 等 映 照 
Ф, 815 | 
({(a+B)+(b+B)JP =(a+B)P +(b+B)Q ` 
C(a +B) • (b+B)3)9 = (ab +B) Ф = (ab + R) 
| = (ф+Б)х(а+В)=(фр+В)Фх(а+Б)ф 


| 因此 (A/B，+，。) 与 (A/B，+，x) 反 同 构 . 


现 证 (A/B，+，Xx) 是 -全 的 一 个 反 同 态 象 。 
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izu: e—a + ВВА (А/В, x ,+) 内 的 一 个 映照 ， 显 
о RARR, mE 
; (а + )® = (a+b)+B= (a+B)+(b+B)=av+tky 
(ab)u= (ab + В) = (b+ B) x (a + B) = (bu) x (av) 
u 是 A 到 (A/B,+，x) 内 的 一 个 反 同 态 ( 称 为 自然 反 同 态 
又 因 对 于 (A/B，+ ，x) 任 一 元 b+ 了， 有 元 5 与 之 对 
应 ， 所 以 (A/B，+，x) 是 A 的 一 个 反 同 态 象 。 
综 土 听 述 ，A7/BE 反 同 构 于 4 的 一 个 反 同 态 象 。 
(2 ) 设 1 是 A 到 A’ 上 的 一 个 反 同 态 ，A’ EA É Z BJ 
R, 2K=nTn-1(0)= {alan=0, aCA} | 
ШЙа, ЪЄК, Шап= 0, bn=0 ` 
(a-b) =at -b7 =0-0=0 ` 
.a-bEK, K 对 于 A 中 的 加 法 构成 A 的 加 法 群 的 子 群 。 
义 ， 对 任意 的 cE A，aE€K 
(са) п =a? sen = 0 е7 = 0 
(ac) n =c san =e? • 0 = 0 
“…K 是 A 的 一 个 理想 。 
25 现 证 差 环 A/K 与 A' 反 同 构 。 | 
i 作 A/K 到 A' 内 的 映照 了 а+К->ал, ДЖ 1-1 
的 ， 且 是 到 上 的 ， 事 实 上 ， Жа+К= b+K, Man = (at 
Кул =(b+K)m =bn <° x | те! 
反之 ， 若 an =bn, Шал -bm = (a-b) n= 0, лась - 


k. 一 


à 


“a + K= (b+ а) + КЪ КА (a-b) + К= Ь+ 2 
下 而 且 对 于 任意 的 cm EA, 都 有 c+ KE A/K 与 之 对 应 ， " 
Хт 满足: | О 
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(lat К) + (b+ K) = Са +) + КУТ = (a+b)" 
ап +Ъл = (а+ К) т + (0+ К) 
С(а+ КУ он К) п = (ар+ К) п =abn = рта лт О, 
= (р+К) п (а+ К) п | 
| „л RA/KšJA' 上 的 一 个 反 同 Eg, BBA /K A Е 
” ，” 构 ， 这 就 是 说 ，A 的 任 一 个 反 同 态 象 必 与 4 的 一 个 差 环 反 同 
J 
6. 求 证 华罗庚 定理 : ХАВ ру BJ — В, 

使 (a+b)s= as+bs， 并 且 对 每 两 个 元 素 a, b， 或 者 (ab)s= 
asbs 者 或 (ab)s = bsas 则 s 是 一 个 同 态 ， 或 者 是 一 个 反 同 态 。 
CHE: 《1 ) 先 证 对 于 映照 <:， 若 A 中 存在 a，b 使 得 

(ab)s = asbs 
则 对 A 中 任意 元 a/，b'， 恒 有 (ab' )s= a'sb's 
1 ) 若 有 a，b 使 得 (ab)s= asbs， 则 对 任意 cEA， 了 也 有 
(ac)s= ascs | 
”事实 上 ， 光 (ab+ac)s= (ab)s+ (ac)s 
П 9 (ас) = csas， 则 (ab + ac)s = asbs + csas 
. 但 (ab+ac)s=[a(b+ ce) 
如 果 [a(b+ce)]s=as(b+e)s=asbs+ascs _ | 
+ Щ{Га5Ьз + спаз = asbs + ascs, 于 是 有 esas = asas, х 是 不 可 Ес 
能 的 。 | | | - 
同样 ， 如 果 [a(b+e)Js= (b+ c)sas =Ъ" as + esas Бы 
则 有 asbs + esas = bsas + csas, 于 是 有 aspbs= btas, н 是 不 可 | _ 
能 的 。 | | | 
А. (ас)з = ascs 


2 ) 同 理 可 证 ; 车 有 a， 使得 (ab)s= алые, 则 对 任意 
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- а ar 
з, А. А L 
a +U . 
' 


的 4EA， 也 有 (db)s = dsbs x | 
3 ) 对 于 A 中 任意 元 a и, ARVA а, 19 
a’ =a +o, b=b+d 
(afh')s=((a+ce)(b+d)j)s= (ab+cb+ad + cd) 
= (ab)s+ (cb)s+ (ad)s + (са) = 
由 2 ) 知 ， 若 (ab)s=asbs， 则 (ср) = cbs, (ad)s= asds, 
(cd)s= csdqs， 所 以 此 时 有 
(3 Б )s = asbs + csbs + ага + csds 
а 5 • == (а+с) 5 • (+ а) = (as+ с) (bs+ ds) 
= asbs + сер + аваз + csds | 
„(а')5&(Ъ” ) = (a’b’ )s Е 
OFER ‚ HAREE, b, 使 (ab)s = bsas, 则 对 
Taa, b EL, Я a b )s=b sa s, ETR, 必 有 ¢， 
acA， 使 得 (cd):= csds， 则 根据 (1 ) 对 于 所 有 co d'EA, 
JA d )s= csd/s， 于 是 (ab) з= asbs, | 
这 与 假设 矛盾 。 . 
因为 s 保 持 加 法 ， 所 以 当 出 现 情况 (1 ) 时 ， s 就 是 一 个 
” 疗 态 ， 当 出 现 情况 (2 ) 时 ， 032/5 8145. 


2) и 34 


1. 验 证 ， 在 定理 7 里 用 单纯 环 代替 整 区 也 能 成 立 。 | 
ERRU: A 是 一 个 单纯 坏 ， 洪 A 的 特征 数 为 0， 则 
A 中 任意 非 零 元 的 阶 数 都 是 so， 车 A 的 特征 数 m> 0， 则 m 
是 一 个 案 数 ， 并 且 和 A 中 所 有 非 零 元 的 阶 数 都 是 m。 
[证 J): ( 1) 车 A 中 存在 一 个 元 a 去 0 ， 其 阶 数 为 m<Cco， 
则 ma= 0， 作 集合 S= {a| ma= 0, aCA} 
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任 取 2，bE€8, ma= 0, mb= 0 

m(a -—p) =ma —mb= 0 - 0 = 0 

对 任意 eE A, m(cs)=c(ma)=ce o° 0 = Ü 

т(ас) = (та)с= 0 * G= 0 

“ S 是 4 的 一 个 理想 ， 因 A 是 单纯 环 ， 所 以 S= 0, RS 
= А, Bs ( 0 ) ES，…S=A | 

HAER a € A, та’ = 0, MARA ут, УА 
的 特征 数 为 0 的 假设 了 矛盾， 所 以 A 的 所 有 ЗЕ < P Wb 2 ZG: 
阶 。 

《23) 设 A 的 特征 数 为 m>> 0， 则 A 中 必 存 在 4 关 0 ， 使 得 
ma 三 0， 和 出 对 于 .i 之 m， mia 0 HX ЕЎ Bjb (Z 0 ) Є 
А, ЪТ SM. 

A MERE 其 阶 数 为 m , ERA = 

= {s]m’s=0} | 

ЕА Si 是 4 的 一 个 理 短 ， 并 B.S, = À, W 
此 ， 对 于 A 中 任意 非 零 元 a， 有 m’ a= 0, Шаш <и’, 
由 此 可 知 m“ =m， 即 A 中 所 有 非 零 元 的 阶 数 都 是 m。 

HEMER” HDA, MEMM; mi ш,> 1， 
ША Еа (550) 6 A | 

0 = та= т,т,а= т, (m;a) 

元 mm 3 的 阶 数 和 mi <m 

但 > 的 阶 数 为 my ma 夭 0， 所 以 ms 的 阶 数 也 是 mr， 
这 就 得 出 矛盾 ， 因 此 mm 是 质数 。 


习 ЕЯ 35 


1, 求 证 ， 不 含有 真 左 理想 的 环 A 或 者 是 一 个 除 环 ， 或 者 
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是 一 个 零 环 。 


СЕ). ЖА 是 一 个 零 环 ， 它 当然 不 含有 真 左 理想 。 现 假 ” 


” 定 A 是 一 个 不 含有 真 左 理想 的 非 零 环 。 
1 ) 先 证 A 是 一 个 整 区 。 为 此 ， 作 和 集合 
={x|xa=0, a#0, aCA} 
ERX, yC Ha, MJ (x -у)а=ха-уа=0-0=0 
“XX 一 y€ 有 a， 对 任意 的 bE А, (bx )a= b(xa)= b ° 
0 = 0 
“АНАС Has 因而 Ha 是 A 的 一 个 左 EB 38, 因为 A 不 含 
有 真 左 理想 ，., Ha = 0 或 Ha=A 


HER SS= í ail НА}, { йа є a; € 5, 则 对 Е 


| 任意 的 bE A， 有 bai= 0, baj = 

b(ai-aj)=bai-baj= 0 ~ 0 = 0 
ee 县 ji 一 a; € 5, x 
”pb(xai)=b，0=0(《Xx 是 A 中 ERED, хаЄ8, 
ASES | 
“SS 也 是 A 的 一 个 左 理想 。 

同样 8S= 0 或 S= A 

但 若 S= A， 则 对 任意 的 yE A， 必 有 yE€ S，。, 对 任意 的 
x € A， 部 有 xy= 0， 于 是 A 是 零 环 ， 这 与 假设 了 矛盾， S 
=0， 所 以 只 有 也 oo=A， 这 就 是 说 ， 对 于 A 中 的 任意 р 


0 ， 只 有 0 满足 b 0 = 0 ， 换 句 话说 ， 若 a 0， b 0， 则 | 


NA ab + 0, 因此 A 是 整 区 。 
2) 对 任意 a( +0 ) EA，Aa 是 A 的 左 理 想 ， 日 Aa= 


А, ЖЕ, ЕҢ ха, уає Аа, ха-уа= (х -у)аЄ Аа | 
ИЕЛ СЄ А, с(ха) = (сх )аЄ Аа, S Aa 是 A 的 一 个 左 
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\` 


， 
Mr А А . 一 u И) окш —, l Мр y lina tur a ‚| КЕ 4: © a 


ыы ш oiai a mii ke i 


r 
М-ы a aa i ieh us aa h, damak um, ass. S. ой енш ы ain Ea s asi E p a 


А э, ` ` ' И ` м" na С ' ` ` . '. А А С ` ` ` . ` - в 
Cr 


rr A 


理想 ， 则 Aa = 0 或 Aa= А, НАЖ, атф о0, „ааз 
0, ааЄАа, `.Аа#=0, [ КАа=А, H ЖЯ, 方程 | 
xxa=b(bEA) 在 A 中 有 解 。 Е 
3 ) 设 e 是 方程 xa=a 的 解 ， 要 证 e 就 是 A 的 恒 等 元 。 为 
此 ， 作 集合 EI= {x |ex=x},Er= {у|уе=у},{ЕҢИх 
(%0) EE “(Кхе-х)ух=хех-х°®=х®%—хЎ? 
= 0， 和 而 A 是 整 区 ， s. xe- X = О, Хе= х 
В х EEr „~ БС Er | 
反之 ， 任 取 y( 关 0 ) ЄЕ,, “y ( ey-y) = yey- y. 
=y -y =0， 而 A 是 整 区 2 ey-y= 0, 即 ey=y 
 ШуЄЕ, EGE, WWE = Er, 这 就 说 明 对 于 集 
ВЕ, Е.Ж11, с) 956, ХА 376, i 
ШЕ Ж АК “2818, HE;= A， 这 是 因为 ， 任 取 
Yis у.ЄЕ,, (у,-у,)е=у,е-у,е=у,-у, | 
_%у,-у,ЄЁ, X, W£ Ж e€ A, (су)е=с(уе) = су 
„АК,С Er ,因此 Er 是 A 的 一 个 左 理想 ， 从 而 Er= 0 或 
= A， 但 由 集合 请! 与 Br 的 构造 知道 ， 了 Ev 含有 0, A 
= A， 因 此 e 是 A 的 左 恒 等 元 ， 又 又 是 A 的 右 ЇН 等 元 ， 即 e 是 
му Еа. | | 
于 是 得 到 A 是 一 个 带 有 恒 等 元 失 0 ， 不 拥有 真 左 理 想 的 
Ж, НЕРВ, АБИ, Е 
2. 如 果 A 是 任 一 个 环 ， MUA, АЗ, с» 是 理想 。 WRA 
是 Is 里 由 形 如 Е 
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的 阵 所 构成 的 子 环 ， 这 些 理想 是 什么 ? 


| n | 
СЕЈ: ДЕ -| 2 2il3i2…8aik | aij E€ A, J 一 1, ©» 
i=1 


k，D 为 任意 目 然 数 } 


ПД 
{Е а, b€ Ак, Ша-Ъ Ж 仍 是 E aiai” aik 的 


i=] 
形式 x 

„а= рЄ АК, х, 对 任意 的 cE A 
cl У aiai aik) = E (caii)ais ai C Ak 

{=1 | i=1 | _ 
| n | n | 
АЮ, С 5 аца, 'ак) с= E aiai (aike) Є 
| 1=1 | i=1 


АЕ 
| „АК (k= 1, 2, s.. ) 是 A 的 理想 。 


| 0 a b | 
O. AJL 里 形 如 : 0 е | 的 阵 所 构成 的 子 环 ， 则 
Б | 0 0 O 
A 的 形 如 Ark 的 理想 为 


0 a Ъ 
А = ( 0 e) 
I 0 0 O 


[ ,0o о а 
a= С ; 
о 0 O 


as b, сЄІ 


d EI 
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. . = 
二 


` ШЕЛ - 
нш’ тагй 1 на Г ы h ыңа сыр, _ С, _ бтз ыш 


у в 36 


1. ПЕКТИН) H 96560 Ei In) EJ E 

[ 解 ]， 设 G 是 n 阶 循环 群 ，G=[a]，na= 0 

{ті | СИЈА У 

ERNES, апр = Ка 

对 于 G 中 任意 元 ma， (ша) пк = m(a T k) = m (ka) = 


k(ma) 


1k 是 由 它 对 于 生成 4 的 作用 效果 所 决定 。 
设 a ni= ia， 作 S 到 I/ GD) 内 的 映照 下: 

| T i>1 

当 mi=mi 时 ， 则 ami=amj， іа = ја, . 1 = i 

有 反之 ， 若 1 = 1, MW]i-—-j= 0 (modn ) ， 即 i 一 j= пп 

“ela 一 ]3 = (1-ј) а= пп,а= п, (па) = п, 0 = 0 
.ia=ja，%ni=nj， 这 就 是 说 中 是 8 到 I/(n) 内 的 1- 

1 有 映照， 而且 是 到 上 的 。 事 实 上 ， 对 任意 K€1/(n)， Ша = 
: а->Ка, 这 显然 是 G 到 G 内 的 了 映照， 而 且 | 

k (a+b) =ka+kb 

s 它 是 G 的 一 个 月 同 态 ，… Q € S 
Нпф=к, 又 因为 

alit nj) =алаталу=1а+]а= Ci+j)a 
„(Слї+ту;)®Ф =i+j =ї+] = n; p+ T jQ 

a(min;) = (а14) 1; = (аул; = ј(іа) = іја 


84 


Астат уФ=1] =ij= (таф) (ni9) 

“是 一 个 3 到 I/(n) 上 的 同 构 。 

Вр S&I/ (п) 

Ж пкЄ З, апк= ka 

如 果 7 x 是 G 的 一 个 自 同 构 ， 因 为 自 同 构 把 生成 元 变 成 生 
成 元 ，., ka 是 G 的 生成 元 ，… 必 须 满 足 (k, n) = 1, Шо 
| 


= {nxk|ank=ka, acG，(k n)=1} 


2. 令 G е! 群 ， 并 令 M 是 G 到 它 自身 内 的 全 部 映 
照 的 集合 。 如 果 7，PE M， 定 义 1Pp 是 它们 的 积 ， 而 11 +P 
HEN +P)= (gn )(gp), 求 考究 关于 这 两 个 合成 的 集合 M。 

[ 解 ]， 由 已 知 中 的 定义 可 见 ，G 的 合成 是 用 乘 法 表示 。 

令 M= (n | пса Р: } 

《1 ) 考 究 M 关 于 乘法 合成 и 

因为 对 于 7 ，PEM， 定 义 它 们 的 积 为 np ,这 是 G 到 自 
身 内 两 个 映照 连续 施行 的 结果 ， 仍 然 是 G 到 自身 内 的 一 个 映 
19, BIM AFIRE HI, ШАВА, НЕМ 
法 构成 半 群 。 | 

(P ) 考 究 半 关于 加 法 合成 

1) трт +p) = (єт) (гр), gn EG, 


PEG, 2. (Ет) (ср) € G, п +рРӘСЖЩ SRE, ` 


Врт +PEM，M 关 于 加 法 封闭 。 x 
2 ) 任 取 3 ，p，TEM， 对 于 任 一 xzEG 
аСт +(фр+т))= (етл )к(р+ту)= gN • (SPp，ST) 
| = (Ут 6 QP) e кт=р(11+р)жт=р[ (1 +р)у++я] ` 
пъ (рет) = 《n+P)+T 关 于 加 法 结合 律 成 立 。 
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` 
. А - 
db 


ч 
1 
Оо. › ` | : ш : - ' - 
oaa . ， Pas ' .. . ЕИ . ` '. ar - 
Bd i Aiai d i " "ЛЕ Р ЕРГЕ ТОЛОГОН Ld i ОР ЗГРЧИАРЕИРИНЕЕНИЛЦ АРИНА Li 


э, 


aaa al., atiy a o- а 


- : ПЕС: ` 
. г І. . 1 
а. ram а ыа ай ты. 


8 ) 设 G 的 恒 等 元 为 e， 对 任意 的 gE С, FRR À a 
g—e 
PAn EM, MEXER EM 
g(m +Tn)=(gn,.) •  (gn)=es (gN)=gn 
опту) = (Еп) • (Ету) = (gn) *e=gnm 
б Not NESNA 1 


Вт ,在 M 中 起 恒 等 元 的 作用 。 


4 ) 对 任意 7 EM, Ж ХР; gpP= (gn)-', (BEG) 


TA, PEM, WE | 
g(n +p) =2 п sgp=gn • (gn) `! =е 
g(p+ п) = ер gm=(gn)- =e 
„л +р=р+ 1 = по | 
Ере п 的 负 元 。 
故 M 关 于 加 法 构成 群 。 特 别 当 G 是 交换 群 ， 则 因 
(тл +p)= (gn).(gp)= (gp) (gn )= (РЕП) 
„л+р=р+т, 
此 时 ，M 关 于 加 法 构成 交换 群 。 
( 8 ) 考 完 M 中 乘法 对 加 法 的 分 配 律 
ECN (р+т)]= (gn )(р+т) = (вт )р + (gn )% 
= (пр),,»р(тту)у=р(тр+ п т) 
N (PHT) = прът 
即 左 分 配 律 成 立 。 
485, еС(рът) пу = саръ) = (gp • бт) т 
ge(PN +тц) = (рт) gth) 
ЕА, г 不 一 定 有 
(Вр • вт) п =g(pn )g(tn) 
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Врт) п =рт +r 
所 以 右 分 配 律 不 一 定 成 芯 。 
(4) 设 mi 是 G 的 恒 等 映 照 ， кл ,=Е(БЄС) 
BRNEM, ШН, XER EM 
ECN n =EN) NA ,=g1n, „т ту Т 
Snin)=(gnin=gTn ANENA a 


因此 7 ,是 M 的 乘法 半 群 的 恒 等 元 。 
三 章 ” 环 及 域 的 扩张 


习 й 37 


. 如果 A 是 一 个 环 ， 对 于 它 的 所 有 元 素 a 存在 一 个 整 
m. ima = О, 6 表 二 维 组 ( n, а) 的 集合 ， 这 Нр = - 


п + 《m) 是 环 mm) 的 元 素 ， 沿 用 课文 中 所 述 关 于 环 了 的 相同 
的 定义 ， 但 定义 加 法 为 
(п, а) + (q, b) = (n+q, a+b) 


定义 乘法 为 
(п, a) (q, b) = (rq; nb+qa+ab) 


求 验证 ， 乘 法 是 单 值 的 ， 并 且 S 是 是 市 但 等 元 素 环 ， TE | 


4 的 一 个 扩张 НАШЕ S，mc= 0, 
S= I CS, je n/a, аєА | 
с1) (0 (а, а), mi, а), (9, b), qib DES 
Ж (n, а) = (п, ai), (q, 0) = (9,, bi), Ж 
а, =а, пж п, (тоа m), пу = п + Кю; b, =b, ` 
q: =q С тойт), q, = 9+1, 
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i _ _ „о. 


. N ` ` I 
La а айвы аа р. 


. ` 
a 
= “一 -二 -mu 


` ` : 
` , " 
"h... I эы м шаа ыштал aÍ 2. - э. а ` ` . 
Lan. S uma аа аз а, , : ышкы ш „о. 
аа 一 -二 .一 


et riein amr is ж пыл. аллы ү д 


(ai)(Ib)= (1,91, п.р, + 9а, +a,bi) 
= (mq, (п + km)b + (q+ Im)a + ab) 
= (nq, пр + qa + ab + ктр + Ima) 
| = (nq, nb + qa +ab) = (ng)(gq,b) 
.在 S 里 所 定义 的 乘法 是 单 值 的 。 _ 
《2 ) 1 ) 由 定义 ， S 关 于 加 法 和 乘法 显然 是 封闭 的 。 
2 ) 关于 加 法 满足 结合 律 ; 
С (n,a) + (q,b) ) + (p,c) = (n+q+p,a+b+ е) 
= (п,а) +((g,b) + (p;e)3 
8 ) 天 于 加 法 满足 交换 律 ， 
(п,а) + (а,б) = (nt+tq,a+b)= (q+ n,b+a) ` 


=(qb)+(na) | ` | о» 
4 ) (5,0) € 8 ож: (5,0) + (n,a)= (п,а) + (0,0) | 
= (n, за) | 


Б ) (nya) 的 负 元 素 (-5a，-a)ES; 

| (m, a) + (=n, =a) = (0,0) 
6 ) 满足 乘法 的 结合 

С(п,а) (9,0)2(р, c) = Gia nb + qa + ab) (5,0) 

= (náp, aqe + npb + дра + pab + nbe + pac + abc) 
(п,а)с (9,5) (”,0)2 = (n,a) (qP, qe + pb + be) x ~ 
= (ngqp,nge + npb + nbc + gpa + сас + pab + абс) 
“((n,a)(q,b))(p,c) = (n,a)( (q,b)(p,c)2 

7 ) 满足 乘法 对 加 法 的 分 配 律 ， 了 
(n,a)X(q,b)+(p,e))=n,a)(q+p,b+o ` 
= (nq + nD,nb + nç + qa + pa + ab + ac) 

= (na,nb + qa + ab) + (nB,nc + pa + ac) 
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(n, a)(q,b) + (п,а)(р,с) 
同 理 可 证 ((q,b)+(p,c)j(n,a)=(q,b) (п,а) +(р,с) (п,а) 
因此 8&S 对 于 所 定义 的 加法， 乘法 构成 环 C 15 0 ) 是 环 8 іН 
等 元 ; (п,а) (1,0) = (1,0) (п,а) = (n,a) О 

(8 ) 令 A’={(0,a)jaE А) А 显然 是 8 的 子 集 。 

abEA 时 ，a-bEA，abEA 

(0,8) – (0,0) = (p,a-b EA’ 

(0 ,а) (0,0) = (0,ар) €A’ 

A “是 S 的 一 个 子 环 | 7. 

(ЕВ АНТ: а-а’ = (0 ,a)， 因 为 (6,&8) = Co ,by p i B. 
只 须 a= b， 所 以 这 个 映照 是 1- 1 的 ， 而 且 ， 对 任意 的 (5 ,6) 
EA’, АНЯ йс, 所 以 1 是 A 到 A’ 上 的 1 ~ 1+ 映照 。 

又 atb)n=(0,at+b)= (0,a)+(0,b)=an+bn _ 

(ab) = (0 ,ab)=(0,a)(0,b)=an.þn 


“… 1 是 A 到 A’ 土 的 则 构 映 照 ， 即 A 兰 A ， 这 也 就 是 证 明 


S 是 A 的 一 个 扩张 。 | 
(4 ) 任 取 C= (n,C) € 8, 
тас = зп(її,с) = (mn. me) | 
o “тап=тш(ип+ (m)) = тїп + (т) = 0 + (m), Иипп= 0 
тс = 0 | 
“me=(0, 0) | 
2 。 如 果 A 是 一 个 整 区 ， 它 含有 元 素 a 及 bx 0 1 使 对 于 
某 个 整数 m 有 ab + mb = 0 ， 求 证 :对 于 所 有 CE 从， 
ca+imc= 0 = ас+ тсе | 
СЕ 2 ар + тр = 0， 两 边 左 乘 以 c 得 
cab + стр = cab + тер = (catmc)b= 0 
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- ч 
= . .. А 
a ДА „ол 


„Ъз, 0 ，A 是 整 区 ，ca +mc€ A, 
“са + mc = 0 
若 c= 0 ， 则 显然 有 ac+ mce= 0 
Ares 0， 把 等 式 ca +me= 0 的 两 边 右 乘 以 c 得 ; 
сас + тсс = сас + eme = с(ас + тс) = 0 
同样 由 于 A 是 整 区 ，ac+mc= 0 | 
”8 。 如 果 A 是 一 个 整 区 ， 并 令 B 是 课文 中 所 作 的 环 ， 验 
Ww: 对 于 所 有 的 a€ A， 能 使 za = 0 的 了 B 里 的 元 素 z 的 全 部 Z 
是 一 个 理想 ， 并 且 B/Z 是 带 便 等 元 素 的 一 个 整 区 。 | 
[证 j， 设 A 是 整 区 ， 令 
| В={(п, кора acA | 
在 B 中 定义 加 法 ; (п,а) + (m,b) = m +m, a+b) 
在 B 中 定义 乘法 ， (n,a)(m,b) = (пт, пр + ma + ab) 
则 由 书 上 所 证 知 B，+ ，x 构成 环 。- 
<- 现 考 虑 集合 Z= 《Cn Z)| nyz)(o,a) = (0,0), a RARE 
意 元 ) 
ERM, 21), (а, z+)€ ZI 
((niyziJ- (n,,Z2)J)(o,a)= (2) (0,8) – (n; ,Z>)* 
《0,a)=0-0=0 | 
(01,21) — (п›,2›)Є7, 
对 任意 的 (m,b)EB，(n,z)EZ 
 ((m,b)(n,z))(o,a) = (m,b)((n,z)(o,a)) 
= (m,b)*(o,o) = (0,0) 
((n,2)(m,b))(o,a)= (n,z)((m,b)(o,a)2 . 
= (n ,z)(o,ma +ba) 
= (0,0),(*" ma + ba € А) 
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| “ ,Z 是 B 的 一 个 理想 。 
2 (п,,а.) +7 0 + 2,1 (п,,а.) 2, 则 存在 48€ A, 


#198 (п,,а,) (0 ,а) = (0,п;я+а,а) * (0, 0)  п,а +а;а 
^0, 现 假定 有 (uaxy az)+2ZEB/Z 使 得 | 
[(n.,a;) + ZX (nia; + Z3= (nas) (n a) +Z 

= 0 + Z 
Е (п,,а) + Z= 0 + Z, (nad EL 
由 (nxyas)(niy ar)+2Z2=0+2 知 (Daz)(niyal JEZ 
PD(n.,a,) (п‚,а,) (0 ,а) = (ю,а,„)( 0 ,п,а+а,а) 
= (0 nna taa) ta (та+аа)) = (0,0) 
Аф en a +a1a 使 得 | 
п;(па+а(а) +а5(та+а(а) = ( 
根据 第 2 题 得 ， 对 任意 的 aEA， меа 
nata a= 0 
2. (ma) (0 а) = (0, та+аза) = (0,0) 
BP (п. ,а:) EZ, e (02,82) + ZR В 2В/2 7, | 
这 就 证 得 B/Z 是 整 区 ，……(T,0)+ZEEB/Z， 日 
С((п,а)+2)0(0,1)+277=Г((1,025+7[(п,а)+7) 
=(n,a)X1,0)+Z= (n,a) + Z | 
“(1,0)+Z 是 B/Z 的 得 等 元 素 。 


4 。 求 证 ，aE€ A 时 ， 形 状 如 a +2 的 陪 集 的 集合 是 


BjZ 的 一 个 子 环 ， 与 A 同 构 ， 故 A 被 嵌入 于 B/Z 内 。 
Ж: А={(0,а)+7аЄ A}， 显 然 AESB/Z 
ERCO ,a1)+2,(0,a:)+ZEA 


((0,a,)+2ZJ)J-((0,a,)+Z3)= (0 ‚а: -а) + Z€ А | 


((0,а)+27)0(0,а;)+770=(0,а,а)+72Є X 
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аа оаа аа аад 7 А 
= юш. дыы. - 
k ж-лык ИРГИ ри 


* 
-人 Ce 


А ， 
rm | ` 
au Нш лыла „ы тым, АЫ на на шшш др 
т 


“，A 是 B/Z 的 一 个 子 环 。 
ЕВН: а—-> (0 ,a) +2, 显然 1 是 A 到 A 上 的 映照 ， 
当 a=b， 则 (0 ,a) +7= (0,0) +2, 2, 若 《0 ,8) +7 
= (0 ,b)+Z 则 (0 ,а) – (0,0) = (0 ,a 一 b)€2... 对 任意 
еса 0 )€ A, | 
(О,а— 0) (0 ,с) = (0 ,(a—b)c)= (0 ,0) 
а – 0)с= 0. VAREK ла-ъ= 0, Bla=b 
2151-18, ХИ Е 
(а+ 0) 1 = (0 8+0) + Z= С(05а) +27+С00, b 
+ 2) = ап + Ба 
(ар) п = (0 ,ар) + 2= (0 ,а) + 22С(0 ,b) + Z) 
= ап + bn 
.01 是 A 与 A 一 个 同 构 ，A 人 A 
ВВАЖА FB/ZA. | 
习 题 38 
1 。 如 有 果 和 A 是 一 个 域 ， 验 证 ，FF = А, 
СЕЈ. F= (a/ba,bC A, b= 0 } 
А = {ab/bljabEA,bs0 } 
BAK ACF, Ra/bEF, a,bE A, һ% 0 
ARR, Ab IEA, Mab 16 A, Hi 
a/b=a(b'!b)/b= (ар! )b/b= cb/bE A ~ ЕСА 
因此 得 F = À 
。 2 。 求 证 ,适合 相 消 律 的 任 一 个 交换 半 群 可 被 嵌入 于 一 
0. | | 
| [证 J， 讽 A 是 运 合 相 消 律 的 可 换 半 群 , 则 对 任意 的 aEA， 
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Жаз 0 ， 因 为 如 果 a= 0 ， 则 对 任意 的 bycE A,b.0=cs0 
= 0， 由 相 消 律 成 立 得 b= ce， 这 是 不 可 能 的 。 令 
= { (a,b)la,b6 A ) 
EBHEXXA~: 当 ad = be 时 , (а, b)~(e D ,关系 ~ 
(1)"ab=ba «e(a, b) ~ a, b) 
(2) (а,) ~ (c,d), Шаа = be, Hcb = da 
(csd) 一 (ab) | 
(8 ) 若 (a， р) ~ (c,d), (c,d)~(e, t) Ml 
аа = ре, cf=de | 
把 第 一 个 等 式 两 边 周 乘 以 1 得 
adf = bef = bde, 
аїа = bed 
“在 A 中 相 消 律 成 立 ，..af=be， 即 (a,b)~(e,f) 
| .… 关 系 一 是 等 价 关 系 ， 把 了 B 按 等 价 关 系 一 分 类 ， 得 到 等 
| Же, 记 作 G= {a/b,a,b€ А}, ЖСН £ X Set, 


ЕЕ a/b: c/d = ac/bd， 并 规定 a/b= c/d, AERO 


当 ad=be ` 
因为 ， 如果 a/b= av y, crd=c /d', MJ 
ab’ =ba!, cd! =de 
nab’ cd’ =ba'de', Вась’ d’ =bda’e’ 
.ac/bd=a' cy/b'd' 因此 所 定义 的 乘法 单 值 
现 证 G 天 于 所 定义 的 乘法 构成 一 个 群 。 1 ) 由 乘法 的 定 
义 ，G 显然 是 封闭 的 。 


2 ) 满足 结合 律 ; CCa/b) (e/d)3e/D) = (a/b) (e/d) g 


(e/f)1=ace/bdf 
°” 


3 ) c/c BGE 356: a/b" c/c = с/с. a/b=a/b 
4 ) 对 于 a/b€ G， 有 b/a€ G, 使 得 ab b/a = с/с 
2. G 构 成 一 个 群 
eo { ab/b, а, b€ А}, 显然 ACG 
< ab/b'cd/d = abcd/bd = (ас) ба) ра =ef/fE€ A 
"e A ERGIT ER | 
作 映照 n，a->ab/b， 显 然 0 是 A 到 及 上 的 映照 。 
若 a=e， 显 然 ab/b = cd/dQ， 反 之 若 ab/b = cd/d， 则 
арі = сар, іН ў За = с 
nli- 18, 
X (а.с) 1 = аср/Ь = ab/b • ср/р= ап ° сӯ 
.0 是 A 到 A 上 的 一 个 同 构 ， 即 AAA， 
因此 证 得 A 被 嵌入 群 G 中 。 
>J 题 39 
令 B "是 序列 (au， а, a," ) 的 全 部 ，ai€ A, 
关于 等 式 ， 加 法 及 乘法 的 定义 与 在 B 里 的 定义 相同 ， 求 证 B* 
是 一 环 ， 这 个 环 叫做 A 上 形式 者 级 数 环 ， 此 后 记 作 A ‹Х›, 
CHE): &В*= (ft(aoyaiyas…)jaiE 环 A 
EX: (D(ao,as,2,"") = (bobis b 29` Э» Е: ВЕК 
а=, і= 0, 1, 2, + 
@ (а, 81 和 2 pp) 十 《bo bisbat) 
Bot Do + Disa tbar) 
© (а,,а,,а, ·· “) (bo sb, sb, e) = (Pos Pis D” .) 
Ңң рі = > ajDk 
j+k=i 


94 


任 取 (aoy aly32，” s) (0,0; Dzat) (С TIELT. y...) 

€ B° | 
(1) 9% (аьаа, '-) + Фо. 0") ЄВ", (аг; 
(Б, ,р.›0,:--), € B* Я1В* 37), ЗАЯ 


CERT TERR 


闭 。 


(2)(auyaiy az…)+ (boybiy bs，…) = (ао +b 8 十 31 
‚а, +b) = (0, +abi+a,b,+a| :)= (bos 
bi,bs,'")+ (Ga 831 85.) 

( 3)(0,0,0,…) 是 B* 的 零 元 ; (0,0,0,"*) + (8081 815 
e) = Canapa) + (0,0,03) = (aB i 8. 5") 
(4 (агза, 82") (-ао›-а:›-аз› """) ЄВ" О 

(ansaa) + (-ав,-а1›-а,,'°) = (0,0,0, °) 

| (Б )С(а,,а, а») +(0о,а 0а» *"") 2+ (051963 9, 

= (а,,8,,8,,°) + Со, i b, s) + (Соу СС °° YJ 

=(as+bo+coyai+bi+ciyaz 十 32 十 Ca “ 关于 

КТ кб, | 7 
(6 ISET aiaa) Cobi sD) (Co ;C19 Ca 5) 里 

ER BJ y (X ај ік) а= У aj бка 

mx+l=i j+k=m jka=i 
同 理 ，(av ,alyay，…)C(boybiyb:，， ЭУ (с»,е›е,)2 

里 下 标 为 i 的 项 是 i x 
| у; ај (E ке) =}; aj bk cl | =- 

m+i=i klem ]}+К+1=ш 3 
[CCanoyalyas…)(boybiyb:，…)](coyciycay…) 

= (а„,а,,а„) С(бә,р,,Ь,,*) (Соу С,» "20 Ж 
于 乘法 结合 律 成 汇 - | | м 
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ч 
a чч азы da ыал кла ай ачы 4... i . N 
rl. з-сы. иш a a б 5 


he 


(7)(as a 3 pp)[(boybiyby ) + СС, СС," .) 2 
里 下 标 为 i 的 项 是 
L aj(bk+ck)= X ajbk+ 7, ајск 
j+k=i | j+k=i ` ]+К=1 Я 
А е (а»,а,›а;, с) (obibat) + (аьр 
а,,а,,)(с,с,,с„, ) 中 下 标 为 ;的 项 
cs (а,,а,,а,, С (b, sbi Б», + (Со, Сус у") 
(& 8 a, )( (b, ,b),b,,: 7) + (80818157 ') (Cos 
Ср Соз") | | 
同 理 可 证 ; СО, ‚Ю.,Ю,, "0 + (со, С, Съ") aas 
а, = @» ә, ‚Ъз, г) (asa ааз) + (азерб) 
(ав,а,,а,,°') 
乘法 对 加 法 的 分 配 律 成 立 。 
因此 ，B* 构 成 环 。 
和 勾 。 令 8 是 任 一 个 半 群 ， 并 令 A 是 任 一 个 环 ， 令 a (s) 是 
定义 在 8s 上 的 函数 ， 它 的 值 EA, 且 除 有 限 个 s 外 ，a(s) =0, 
令 了 是 这 样 函数 a(s) 的 集合 ， 在 B 里 加 法 及 乘法 定义 为 
(a+ b)(s)=a(s)+ (8) 
(ab)(s)= > а(1)Ь(и) 
tu=s 
ӨШ: ВЕЖ, 叫做 半 群 环 。 Е 
7 GEX (1 ) 因 A 是 一 个 环 ， 着 a(s)， b(s)€ A, ijas) + 
5 b(s)€ A, 
. 同样 + X a(t)p(wWE€ A, НИКЕ sh, а (в) + 
| іц=8 | | u 
b(s)= 0 ,(ab)(s)= X atb) = 0 Е а= ву Еи 
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(2) *"(а+р) (5) =а(5) +0) = bls)+ats) = = (ђ+а) (s) 


ЛЕВЕ дЕ | | 
(8 ) 对 所 有 的 ЄЗ, ж Әй] 0(%)=0, ~ 0 € À, 


“0 (s)C€C B, 0 (s) 是 B 的 零 元 : (a+ 0) (8) = а(в) + 0 (5) - | 


=a(s)= (0 +a)(s) 


(л) а(5) fit ( -a ) (8) = -a(g), 显然 除 有 限 个 外， Г Е 


(-а) (5) = 0, s. (-а) (5) Є В 
(5 Сар): .с2(8) 


=> ар(-)с(џи) => (> a(x)b(y) ) c(u) 
tu=s | LU=S XY=t 


=> (а(х)Ъ(у) ) (си) = У a(x) (oew > 
хуц=з XyU=S 


= а(х) ( bye (u) ) => ах) (00) (аа (bc) (в) 
LS yusi xi=s- 
关于 乘法 结合 律 成 立 


(6 )са(ъ+ 20)(8) = E aG)+ (b+c) (и) = E аф) 
turs tu=s 


(b(#)+cç(u)) = лб )рби) + уза (t) cu) = ab(s) + ac(s) 
5U=S Lu=8 
= (ab + ac)(s) 
[ЖЕНЕ + с)а (ав) = (ра + са) (в) 
ЗЕЛЕ ЈУ АСЕ ВУЗ. 
因此 B 是 一 个 环 。 


8 ， 验 证 ， 由 非 负 赣 数 与 加 结合 成 纪 织 的 半 群 所 决定 的 


半 群 环 ， 是 上 面 所 作 的 环 ACx]。 
[证 J: 设 I 表示 集合 为 非 负 整 数 ， 合 成 为 加 法 的 半 群 
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` hul. зз ы. = toaa : I ` 
. СОЛ КУ у Йө! ө. о... P a a a ` РЫ 
ЧАЕВИ СРЕТНЕ СЕТЕР idt, Mah деш "u: кл Ыы, 
Ж =... 1 =" a last hT. = a 1 


. А А 
` Д 
ñ . ы с ` ` : 
` т. a А . ` . ` u - ` Ы . - . М ' А u 
4. а ааа = ааъ kalu aa. йыл. : т ала i А Te аын, Ж т]. F: ‚2с КЕ | г . Өм О, ашу 
mlak ьа ын, 一 =. uku. Er abaini — s 


b 
. . LI 
ñ оза, ы з, . 
` осте Н мо. . 
: : ы АК, Л, 
一 


令 B= {a(s)1sE€1;,a(s)€ 环 A, 除 有 限 个 s 外 ,a(s)=07 

由 上 题 知 B 关 于 加 法 与 乘法 ; 
(a+b)(s)=a(s)+b(s) 
ab(s)= X; a(t)>b(u) 


t+U=S 
构成 由 IL 所 决定 的 半 群 环 。 
任 取 a(s)€ B, 设 a(0) =a6，a(1)=ai， 10) Saar z 
a(n)=ar, а(п+1) = 0, а(п+2) = 0, `... 
ERE п. a(4S)->ao+21X+a2X +…+anxna(X 为 超越 元 ) 
b(s)—b,+Db,x + b;x° + +bmx™ | 
当 a(s) =b(s) 时 ,显然 n= т, Hai=a(i)=b(i)=bi 
Э.ао+ах+а,х?++апхЛ=р,+фух+р,х? + рахт 
及 之 , 若 a(s) 宅 b(s), 则 a6 ,a1,a,,… ;an 与 bys， Dis `` 
bm 不 全 对 应 相同 .ao +a,x+a,x?2 +... +anxnseb, + bix + 
bX? + +. +bmxm 而 且 对 任意 的 ao +alxt+asx? 十 十 
anxnE ACx]， 可 构造 函数 a(s), 使 得 a(0) = aoya(1) =a, 
a(2) =a,,…。a(n) =an。 实 际 上 上， 函数 
( (ai-ao)s+ao 40 <в< 1 


(а, —a,)(s— l)+a,, МА 1<5< 2 
a(s) = | | 


| (an—an-i)(s-n+ 1)+an.,,3n-1<s<n | 


` a(s)= 0 (s>n ) 就 是 所 求 的。 


由 此 可 见 是 B 到 A(x) 上 的 1 一 1 映照 。 
. 设 a(s) 只 有 对 n 个 s 不 为 0，b(s) 只 有 对 m 个 s 不 为 0， 
共 他 全 为 0， 若 n>m， 由 (a tb)(s) =a(s)+b(s) 可 知 (a++ 
р) (s) 最 多 对 n 个 s 不 为 0。 | 
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—K(la+b)(s))n =(a+b)(0)+(a+b)(1)x + (a+ 
р) (2) х? +... +(a+b) (п) хп=а (0)+a (1)x +a(2) - 
х? +а(п) хп+(0) +Ъ(1) х +02) х 2+... + (п) 
xn=a +а; х ъа хі + + dh. ха+р +0, х + b, х? + 
рах + 66 + 0 xn=a(s) п + (в) п 


又 由 ab(s) = У alt)b(u) 可 知 ab(s) 最 多 对 m+ p 个 不 


t+U=S 
为 0。 | 29 
| ° Cab(s))n =ab(0) +ab(1)x+ab( 2)x* +. abli) | Е. 
хі. “+ab (n+m)xm*n=a(0)b(0)+(a(0)b(1) +a ` с 
(1000) х». ( = a(b xit + ta (mb(m)xm*8= 5 

)+k=i 
(а(о)+а(1)х +e +a m EID Oth (Dx. +e +b 
(т) х т) =а(в) т e (8) т | 
因此 п ВАС х ] 上 的 一 个 同 构 ， Ве AC x) 


у ш 40 


1 . 如 有 果 f (x) =а,+ах+ ··. +anxn, s V f (X) =а, + 
“2asxX+ + nanxi] | | O 
求证 ， 通 常 的 法 则 | 
(Ё) =f +g” (e =ef cecEA | 
| (fg) =fg' +£ ` | Е ; 
证 ; 不 妨 设 f(x)=a +a х +. an EC) = by 
+b, X +... рахо | | 


(I(x) +g(x)= £ (ai+bi) хі 
1-0 


. . 
* 9 9 
. 


тч : ' с іг (u. ) 
m= атеш" 站 НА Т КУШ, ү; 3 

TT „ШАЙЫРЫ ышын CUYAS Sr. ле а сулгу ДҮ Кур жүл р 

A E E К a САЗ, a. Аа т. КИ Коб СМ, 

: = 719 эз та ` i `: че ыс]. г ` `: ` V. x: - ' ` 

wak. С стол, zt То P IA. | кы 77 z m 。 А 

. А f Jo - MO . Ы 
| . А А РА - 1 - А . 


Ес И 
Сех) +в(х)) = у; іа + Ыы) х. 
l=] 
n 
= X ilajxi + ` ibxi-1=f'(x)+p@ (x) 
=] i=1 


(9 ) tto [(х)у=с P архї= 5 (ca xi 
i=0 | 1а () 
п n | 
cf(X)] = X ilcai) хі! = У e(a; хі! 
1=1 1] 


n 
=c Z (iai)xi-l1<=cffi(x) 


1z] 


TEETER > у, aib; xk 
| k=0 1 јеК 


E. o дт 
oo AEO = T kaibj xk-1= у у 


k=1 i+j=k =1 1+]=К 


2 (i+j)aib; Xk-! = É У: Cai)bjxk-i+ р Z ai(jbj) 


k=] i+j=k k=1 i+j= =k 


| n n n 
xk-1<= ( > Kar xl Б bk xk)+( У: акхк)( у 
| =] 


=() k=0 k=:T 


` Кок кх) а" (X)8(X)+Í(x)p”7(x) 


2. Жї. FREER ( Leibniz ) 定理 
| k 
(вук = = ср l tgk- i) 
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这 里 f= (EA), fO) = 
[证 J]， 对 Kk 施行 数学 归纳 法 
当 k= 1 时 ， 此 即 上 题 中 所 证 的 结论 ， жиш. 


ig k = -时 ,定理 成 立 , 即 (fgyn- ЕС, fGi)g(n-i), 则 


1= 


ы r ` 
(fg)n+1 = (({шупу/ Сы er ( fG)g(n- D ) = 
о | 


> са (EOE) +ү(їур(т-1)/) 


п 
= > с, Í (it)g(n-!) + x с i egini) 
1=0 1={) 


| n+l 1-1 
= Ë с, fO)g(niti)+ >: е, зур (т-ї+ї) 
i=0 


== O + n 1-1 тм, ` l 
=ç fg(nt')+ Ë cn Ёр 1) от Ё(1)6(п-1+1) 


n +1 
+ c fen ) р 
= с. 0 (п) у сі-14 i i ч 
Cwi i n 十 C ) fG) g (n it1) 十 
e LISO 


u n+l i 
一 с! 
П + 
1=() 1 


由 此 可 知 ， 对 任意 自然 数 k， 定 理 成 立 。 


fG(iy(gn+1l-iy 
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网 时 АСА КЛ M Тоз, Y з ， РА А Ма. ш м КЕСИН + hoyo Рр . 4.7... л бк А s, {се Ге -^ к. зыл? ` лт З; т ` А | | | i н 
яа ШЫЛД „э а E ше: a ЕНЕ КЕ ЕК а мса ` r ПЫН » 7 . Е АЕ : ИШАН ста . 1 TA, . "L | ба = z ' А 
1 1а š R] ТА ha.” ak l 1 1 w Bo “з rai в СРС КЫ С М s кы: t, T am r СЕ бск ыт жа. N зб с Орт сү i , | 
- = al L" А v REL арт A Он ha n “к 四 т лүн, a! 2 . : I | 
š i Мк, ж-о: ум айу "л aq aE кб Oo eF, 
>. a p ao k. а за =. — a 


ў 
ЫЕ a i aaa is D Taal l. a y 
А а. 


| А! 
яр а тд. М.Т + 
Аы аз „ЫЙЛАШ 


; -a ; А -, 
bala a aii. 


+ 
. + ， 
еа. ү. __ 


т, жу Te тү ЧП AT кта ЖЫ 


rr me 
күттү АА ЕН КАИД 
M * `... ` ` . `... = ЕПЛ + о" А x. . НЕ - - ` ` ..- 
= А ` ` а 
Ы а 


у 题 4 
1, SER, (x J/(x ° +3x 一 2), 求 把 S 的 元 素 
(a) (2X2+ х -3)(3xX2-4xX +1) 
(b) (2X2+4x —5) 
列 成 工 的 多 项 式 ， 其 次 数 < 8 ，(R。, 是 有 理 数 域 ) 
С: (a) (2x2?*+ x —3)(3X2?2- 4X +1) 
=6Х*—-5х9—11х*+13х - 3.6809) 
(х) = x° +3х -2 
ЖЕН, ЦС) ЕС) 
(2х? + x 3) (3х2 -4х +1) =(х* +3 -2)(6F- 
5)+(-29х°*+40х — 13) 
= –29х°+40х -13 (%*X3 +3x —2=0) 
(b: Qf(x)=x?+3x —2,g(x)=2x?°+4x -5 


对 f(x ),g( x ) 作 轧 转 相 除 法 得 ; 
fx)= (Fx-1) g(x)+ Ох т) өөө (1) 
= (4 x „208 _ 349......... 
а(х) (ç Де _ 7) 02° (2) 


由 (1) 式 得 0=ICx)=fCx)=CLx- 1 уш(ху+- 


mY- T=- (FE-OR C8) 


Ша) а(х) = сх 06-7 7 ) _ 349 
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1 
Na. ЧАР ЧЕН ЧЫГАНАГЫ ЧА Д ПЕРИ E Ре 


19° 208、19 у-шу tA | 
H 一 l9 cg- (EF + тот) 5 Х 7))=1 (4) | 


Дк: эм . 


把 (3 ) IÑ A ( 4 ) 式 得 


9° -一 208 ылыа 
一 ESERE EI 十 — Sx-1 x =1 
СҮТ: (X)+( ТО? )( )g( )2 С, 


208 _ _ 
Вр ~ ср саз рат DIEE) = 1 Е 


+ — y - 1 E „208 + Е u 
A et x) ag! + | хос x pa 


_192 ` „-4х19——_ -aa dr- 1) 


L 
чиний ——— —...... 


348° 349 349 


_-38 二 28 到- 153 
ETCH 349 349 | E 
a у к\- 38 -一 28— 153 ` 
(2х + 4x -5) = -并 3462 349 
| 2, 如 果 g (x) 有 一 个 平方 因子 (f(x)=Cf， (к), 
S (z),degf,(x)> 0) | 
验证 S=F(xJ/ (f(x )) ЗЕ АЖ 
Ш: Ф8(х)=ї, (x)f,(x) | 
g(x)=g(x)+ ({(х)) ERFCzJACtCz)) 
g(x) = ТСХ), (х) езера 
= 0х), (хә) = (хә), (х) = 0 +Í,(x)= 0. 
Сх) Сх О (Сх) ) Ж Ел. MERE) O 
| 又 deg {f(x)=degf, (XxX)idegf,(x)+degf,(x) 
| >degf (х) + дев, (x)=degg( x ) 
. Bl degf (x) Sdegg (х) А0 (x) (x) 如 gCx)E 
(ECx) ) 因此 g(x ) 不 是 FL x J/ (f(x) 7 ЮЖ, 
即 g(x) 是 FC x3/ (f(x)) тз. | Í 


ы ` t. Е ` то. 7 a ` ` ` ` н ' эс - `. ` Too НЕ „А y: М `. 
а Дака ` ~. : + : ` k. D м. @©Ё* Бр . ， ©] ~. ШЫ 2 7, К x >. уу" М - ra 3 ете. у ` . 
— а m aaa... у; s Ax Du, Е ОА КАА А стаза Y 1 эло - 


ттт 7 wn ` ` 
-i n А 


' ee 
TT 


2) 题 42 


1。 设 ar 和 天 0 (modp) , Ш 20а, +a х +. + 
апх n= 0 (nodqp) 在 I 里 至 多 只 有 mn 个 非 同 余 解 。 
'【 证 ] … 若 x 是 同 余 式 ae + aix+…+anxrs0(modb) 的 解 ， 
Ша, +a, X +--+anxn= á + á | X +: & n X n= б 
Bl x 是 方程 式 0+ ñ | X += + à n X n= 6 的 解 | 
反之 ,车 xX EJE a + a | X +=. + ánX n= 6 的 解 , 则 
as taZ + +anxn= о 
Ша, +a, х ++ +аъх п 0 (modp) 
"х ERRIA +a, x +++ + an x па 0 (modp) gig 
因此 解 同 余 式 ao+ai1X++anXx n= 0 (modp) 等 价 
于 解 方 程式 & + a X + + anXn=6 
"ans 0 (modp)  。 á ne ó 
I/(p) (Pp 是 质数 ) ЖЫ, а(1=0,1,+—-,п) Є1/(р) 
和 + 和 IIX+…+anxna 是 系数 在 域 I/Cp) 中 次 数 为 
n 的 多 项 式 ， 根据 定理 7 ， 它 在 1/ (p) 中 最 多 只 有 n 个 不 同 的 
№, хі, хра ЕНИ, хіх; | 
Jijx;-— x;j= xi- xj%0 , 2, хі-ху 0 (mcdp) 
х i 地 Xj(modz), АТИЯ а, +a x+: +anxn 


m0 (modp ) 在 I 里 至 多 只 有 п 个 非 同 余 解 。 


2. 如 果 玉 是 含有 9q 个 元 素 ai 的 一 个 有 限 域 ， 求证 ， 在 
ЕСх JH: 


h(x)= x4- х= (х ~8,)(X —-8a,) (X — аҹ) 
(CE): SYFER IR, Нл 259, - БЕЗУ р ПОЕ py 
元 数 为 9-~ 1， 根 据 Lagrange 定 理 ， 对 了 的 任 一 非 零 元 ai 都 有 
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ШЕЕ, (Wilson) 定理 。 


ШЖ 2, хәс х (х0) (х т) (х-ргү) 


p= 2 时 ， 显 然 (2 -1)1 =-1 ( 11042 ) 


af = 1 Шаў = ai 


аатта, ,aaq 都 是 多 项 式 
| h( x) = x q— x КВ 
耐 h(x) 起 9 次 多 项 式 ， 它 在 F 中 最 多 只 有 9 个 根 ， 所 以 
aiy8a:，…a34 是 h(x ) 全 部 的 根 
ROOS E AD АА (х -ац) i 
„ра, ЖИ: (p-1)1= - t (modp) Ж 


CUE): 10р) E SEPALO, T", P- i AR 


=x(X-— 1) (x -—P-1) 
“+ xP 1 = (x - 1): (x — P—-1) 
令 X =P=0 RA, XPa 2 时 即 得 (p~1D)1 = 一 1 当 


es (P~ 1)! =- 1 (modp) | | 
4 。 验 证 ， 多 项 式 x，- x 在 1/(6 ) 里 有 6 个 根 。 
[证 ]: (6)= {0, 1, 2, 8, 4, 5) :| 
xi=0 时 xs-xi=0- | 
当 x = 1, XË—- x ,= 18 – 
Mx = SIP, x9_ x, = 25. 
34 x (= 8 时 ， x3-_ x ,= 35 — 
Mx = 40, x8- x, = 45 
Щщ х= 5, x8-x = 53-5 = 
了 /C6) 的 6 个 元 部 是 x 一 Xx 的 根 | Е 
5 。 验 证 ， 多 项 式 x + 1 在 实 四 维 数 环 Q 53 š | 
ЕП 


№, 
СЕ), а= ау+азі+а,)+ G зк, (а, 9,9, 
a ,是 实数 )EQ 
а? =(а‚+ер tajt ak) = а 02-92-93 
—-а,#+да,анй+2дв@,а,р+2а@,„а,К С . 
CRER EQ 满足 ao= 0Ha, +a, ta El 
则 这 样 的 a 就 是 多 项 式 x ”+ 1 的 根 ， 而 满足 关系 式 
ана ,2 ta? =] 


的 a 有 无 限 多 个 ，*. 多 项 式 x*+ 1 在 Q 中 有 无 限 多 个 根 
J E 45 | 


1. Wx i 是 代数 无 关 元 素 ， 验 证 : 一 个 环 ACx ,,х,, 

ә rz] 还 可 由 负 非 整数 这 的 7 维 组 《ii js 的 半 群 8 的 全 
上 举 群 环 得 出 ， 这 里 合成 是 | 

+) (iayiz…ir) (jl js jr) = Gi + )1,15+);,+ ly + | % 
i Е 
Е y CHE): 令 8= í (11,15, 1) 105,] 51,2, ,7 是 非 负 整 
数 } 是 关于 合成 (* ) 的 半 群 ，B= {a(s)] sES，a(s)EA， 
| 


Í -8(s) 只 对 有 限 个 s 不 为 0 } 是 由 s 决 定 的 A 上 的 半 群 环 ， C ` . 
1 Жаб, ) вацт | о 
о PEBRJACI 1, Xat, Xr JARN ЛП: x ` 
| | | Е а ( ii ,iv ) > 5. а т: 11, x ріс" X Pi | 
> -WWR a іџіг sir X tiy X 2 XY = > biriz” ir ° 

| xil x, ite x ir _. 


Mayrioeir = biriz’ irsseaCl; ,jy ir) 一 b(i,l,,* ly) 


106 


1 是 1 一 1 的。 而 且 ， 对 于 任意 的 于 Gilis е х іц 
x 51 x гі, 由 于 其 项 数 有 限 ， .. 可 造 国 数 C (її, ir 了 


使 得 
C (C1,1, ,°°l1r ) =(Lilisyir 
1 是 到 上 的 。 
X C(a+b) Gil, i IN =Га(й,„, ei) + 
blli,l, ,lr) 21 | Е Е О | 

| = (a iaie ына" ) x ji, x АЕ: сії 
=Z aiii" ir X, Xle X ArtD biriz ir X À, ° 


х1, Хх rir 
= а (iisi, її) п +a (і,1,,1) п | | 
і.) 1 scali, ъа 


(ар) (111, yl 
人 (К, Д к) 一 (ji sjaa” jr) 


= У Фф» а iiisir Окко" ку) x 1 х РЯ гіх Е 
ч 1.1) (ki! kr) = (li, ele) 
(lai ‘іх і, x sls" x гіт) (TC bir"ir Ta 
X i, x ñr) О рл 
= (а 41,1, Ју) ә) * СЪ, ie) ) 
|. 1) 是 B 到 Arx 192). X 口上 的 同 构 Шве Аск, 15 


ох», er, X >) 
Е 3 ош 44 
5) 


， 求 以 初等 对 称 函 数 雪 示 хде x і хк (nZ 
i,j 


( 解 ]， 册 指数 型 为 22100; 21110; 1111 
і. | | | 
у х{®х};*хх=р,р, +арур, +bps 
i,j,k% 
然后 确定 系数 a，b; 分 别 令 x 
“=Xn=0; X= =x., =], X= = Xn= 0, 
а= ~ 8; b= 5 则 | 
о хіхјхк=р,рз- 3р,р, + 5Ps 
ijik% 
2 .信人 =ij<j Cxi- xj) 。 如 果 1 是 一 个 对 换 ， 验 


证 3?*= - 人。 使 用 这 个 结果 证 明 ， 如 果 * 是 一 个 置换 它 有 
一 个 分 解 是 偶 〈《 奇 ОКАР, K 上 的 任 一 个 因子 分 解 
L ”成 对 换 的 积 必 仿 着 偶 ( 奇 ) 数 个 对 换 。 
boo ДЕ: 设 对 换 n = C xkx;) 是 相 邻 两 文字 的 对 换 ， 即 
Ж х= ху, 把 信 写 成 A= ( xx -— XI) 1, (Хх xk) | 
《xi хра, ВФ ккк, ШЕЛ ББ 
3 | ( xkX i) А, ( Xi- xx) (хі-хі) K Š IDA RED) 
”但 (xk- 工 -) 变 了 符号 Дт -人 。 其 次 任意 对 换 
”可 表 成 奇数 个 相 邻 两 文字 对 换 的 秉 积 ， 故 对 任意 对 换 1 也 有 
“A=-A。 o o 2 

于 是 对 入 连续 施行 偶数 个 对 换 ， 结 果 仍 吕 入， 车 连续 施 
с BERRAR, MARE- 人 。 而 在 A 上 施行 一 个 咒 换 r 后 
O BARE- ZR. Г то Н S) 
A | # + 对 换 的 积 , 则 * 的 任 一 个 因子 分 解 成 对 流光 吕 这 ТЕЛ САТ) 
”” 数 个 对 换 。 否 则 符号 会 改变 。 | 
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3 。 验 证 ， 人 :是 对 称 的 。 就 = 8 把 八 * 用 初等 对 称 通 
数 表 出 。 ` | 

CE) 依 上 题 ， 知 置换 * 是 奇 置 换 ， 则 A = - A. F 
是 Лт (Д)? AN. та ЕА, ШАЛТ = 和信。 有 
AT = 2, 因此 对 任意 置换 人 ЖЕСЕ АЖ, xA ж . 


r= 8, A = XX, — x,)2(x ,— x 2Cx，- x4)? 
= X, x ,2 +e ҢҢ m) 420, 411, 330, 321, 222, Zü ` 

№? = р,?р,? +ар,?р; t 0р," +ср,р,рз + гз? | 
利用 待定 系数 法 ， 分 别 令 X1= x,=1, X50; x,=2, 
X= Х=—}; ху=-1, X,=Xy=2Kx = x;= Ху 
= 1， 代 入 原 方程 ， 依 次 得 b= -4，d= - 27, а= —4, c= 
18 ж | 

- = ру?р,2- 4рурз- 4р, + 18р,р,рз ~ 27р? 

. 验证， 对 称 多 项 式 Sy = > x “适合 牛顿 (Newton 》 

Es. 


Kik= 人 0 (К=1, д, ~ "р п) 
【证 ]， 由 k<n， 我 们 有 | i 
Sk-iDi= У) x IE ©: 


So— piSk-i + PaSk; — “+(-1DE pk. S, + (- -Dx 3 


| с" 
= У! x Eiti pee xit ix о. ie Ë 


上 式 对 x-i> 1 时 是 成 立 的 ， yk i Bl = к- ; 时 有 
| Sibk-1= х,у X X, Xk 
SE 
=I x Xy Xk + Крк . 
A Z, бер, = х tx xX = бе Ух КУ ах, 
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m rF түен акс хт" 
Ч = АБ p ! 1. ` 
... . итүл түн тг г ы, Т к. Ы L ` - | r 
A nikia oa a LOSS у у... 2з 7 
ее у б^ Ты Гб" ол МИД р бт зс оа Py ae ОРГУ bafi О ОК ото. 
: . АШ . эз еМ, АМ 5 . ` T o'e - ñ тад ал, ` . . 
оз ' Е a ` OH Сое, ` ` ЕЗ T -- 和 ` б ` ` ` 
‚ I . . л . . Е ñ | .. л. 17 Е 


Sk p = L Xk! X AOX, X, Xg 


Ѕк-1рі= 2 X Kiti X pen X i+ > Xx [KK 和 il 
æ — -į š -i-l „зе 
Sk-i-1Pi = 2 х |К їх; Xi. (+ 2 x É Y X; 


Хјуз» 


Sipk-1= LX, ХК + Крк, 
交错 乘 以 ~- 工 及 + 11 Ш. ОВА АТАТ 
-Skt (一 1)Kk-!kpk， 将 这 两 项 移 到 左边 即 得 所 求 公 式 


8к-—р8к-1+р,8к-,—+(—1)Е71рк-18, + (-1)k | 


kpk= 0 (k=1, 2, +" n) 
>] 题 45 
1 。 求 证 定理 10 的 拓 广 定理 ， 如 果 f (х, 25 ху) 是 


多 项 式 ， 其 系数 属于 一 个 无 限 域 BR， 如 果 能 使 另 一 个 非 零 多 


一 个 项 式 g( Xi +, Xr) НО (cC, C, Cr) = 0 的 


所 有 Сењ Crs +", Cr) Hb i Сс, Cos эз, Cr) = 0. | 


f( X i, х,,..х„)у)у=0 


GEN REC a, = Xr)(%0), f(x i, x.) Є 


FCX istes Xr) BCX Xr)=Í1(X i, Xy)BE(X |, | 


e X y.) | | 
假设 f(x 19° Хр) ë 0 s li| fg ( x tst Ху) ЖЕСХ,, 


зе, xr] 中 非 零 多 项 式 ,根据 定 理 10, 在 F 中 存在 ccr 使 
fg (cie бг) #0 ,В) fCC: steer )Ё (Cister) 5 0 但 这 与 


已 知 矛 盾 ， 因 为 任 一 组 Cirer) 或 者 使 g (ei,*…,cr)= 0 
RAEC усу) з 0 Ке; ‚*'›бү)= 0 
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А.Е Сс ср B (ci Ср) = 0, 
因而 得 f(X ,, х,, Xr)=0 
”2 。 令 F 是 含有 9 个 元 素 的 一 个 有 限 域 ， 求 证 : | 
如 果 f( x 1… xi ) 是 一 个 非 零 多 项 式 ， 对 于 每 个 xi 的 次 | 
数 都 二 9， 则 F 里 存在 Ci， 使 fei sci, ,cr )w0. 
СЕ 2: 对 r 施 行 归纳 法 。 | 
-r= 工时 ， 设 qegT(X ,)= m, 则 由 定理 7 知 ， ta | 
在 下 中 至 多 有 m 个 零点 ， 但 因 产 < 下 的 元 数 :! 

心 下 中 必 有 一 元 ci， 使 得 f(ci) 关 0， 所 以 对 r= 1 命题 n 
设 当 r= k 时 命题 成 立 ,考虑 r=k+ 工 的 情形 。 ， 
把 fC Xares хк, Xka) 改写 为 та 

f(x 15,5", X ks хк.) = Bo (Ж, EK) EBLC а 


х)Ху,, tee Ва (х, 6, 2DE , 1 x 
其 中 ， Bi(X 1 Xk), =, +, € FC x ү; х), B 
每 个 Bi 中 x IARAA, Bn( x i Xk) 0, n<q, Б 
由 归纳 假设 ，…Bn(x 1,… Xk) 是 FCX 1… xk] 中 非 零 多 项 页 
式 , 且 其 中 每 个 xi 的 次 数 < 了 的 元 q 数 ,在 F 中 存在 cl。 “” : 
Cko 使 BnCciy… “o Qk) 0, 于 是 ， 多 项 式 ` ~ 
f(¢1 ,Ck, Eksi) = В, (с, ,Ck ) +В, Се, ck) | 
X ks Же, + Baer ех}, Сл ARNEE 


多 项 式 ， 根 据 定理 7， 最 多 只 有 М0 с/к, (С, "Ска. и 
с/ка) = 0, СРЕ С, “了 中 必 有 一 元 а, ь 使 : 
Ї(сї,с, ss u. | | 


由 归纳 法 原理 ， 命 题 对 所 有 自然 数 成 立 。 

ыы. 与 第 2 题 的 也 相同 。 

3. 求 证 ， 每 个 + 变 元 FORK) ИИ (ë 
数 《 提示 ; уои 多 项 函数 的 集合 ) 。 

СТЕ 2—0): Arma (F, FF(rY)) = 人 ( Sis 


Өө, 
S; ) -> (s ,, Өз, Sr ) C€ I, бу с EF y 
SA жа: FO8S i, egy JÜ = 

{Baie "ir si! квга ir CF, 11 ， `... Ip 


x <<F 的 元 数 q 显然 了 [sisr ФЕ СХ уох) 
、 “FF 的 元 数 为 [， 每 个 Si 在 F 中 都 可 取 c 个 值 ， 所 以 
| F) = { (str, Sr )|8,,е S> € F y А ат, X 
了 了 (9 中 元 是 FG) 到 的 单 值 映照 ， 对 每 个 (s:，…,sr ) 都 有 qd 
| 个 这 样 的 映照 ，… 下 《5 的 元 数 为 qar。 
DEF AET (Sie 151 J 多 元 数 。 “Ir iy <, 
.每 个 i 都 有 6 个 取 值 ， 这 = 0，1，…，q- 1, AJEA 
| аЗ Иг 个， 又 它 的 系数 ai y BEF 
元 ， 它 又 有 4 个 取信 ,FCs1，… ,sr ] 的 元 素 qqr, EFC, 
,Rr J 中 的 多 项 函数 都 不 相同 。 这 是 因为 对 于 任意 f(x 1， 
Xr) р(х, Wk хү)ЄЕСХ,, s р), íf=gp, M 
"a fg 是 FC x 19 ee Xr J 中 非 零 多 项 式 ， ЯП Ж, f, Є Кё,» 
,rf J， 即 它 的 所 有 s: 的 指数 ri 都 过 c， 则 由 第 2 题 知 ， 存 
А Ес, © ‘sg Gr € F, 使 Ad- g) (с, з, бү) ›#е0, AREP 
f-g 是 Fls1，… вро 中 非 零 多 项 函数 ， “f(s, 
Е Че (Si, эб, Бү)» | 
{ Ез, 56, sr J 中 的 多 项 函数 当然 是 + ATAR, 7. F 
(81, °, sr JE 但 因 了 si，…，Sr] 与 所 (所 售 元 数 
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yg 


С» ST) 


相同 ， ..К(з,, е, вг) = F ("), PD 证 得 每 个 + лий 
都 是 多 项 函数 。 
[证 法 二 ]: 对 施行 数学 Ud # 法 。 当 r= 1 时 ， (в) 


为 任 一 单元 函数 。 
AF(s) = 


. р, 
w н ` ПОИ Wa СИ x. , . . ИШ иы _: 
ны ы, ШКЕ E E ы aa. 1... чый. КИ. А 


q е О _ 
‚у, (S 一 81)…(S 一 ai-1)(S 一 3i+1) (8 aq) 
> t(ai) (а-а): (аі: ~ аі- 1) (аі -– аі): Cai- aq) К 
WFD = flai), i= 1, 2, q, AEC) =f) .3 
即 f(s) 为 多 项 函数 。 | | A 
归纳 假设 r=k- 1 时 ,命题 成 立 。 则 当 r=k 时 , 设 E 
teu SODERAN, 
SF (Sis er, Xk) = > f (sb °з SK-19 аі) 
| 7 1=] à - 5 
(вк ~ a) (Sk — аї-1) (Sk — ai, i): (sk — аа; а 
(а{—-а,)(аз—а:-1)С(а:—а1+1)°(а1- HAAR ОЗА 
设 知 f(si， ey Sk-15 ai), 《i= 1, 2,'"， a) 都 是 多 к 
| Ж, ЖЕ (Sis +, Sk) 为 多 项 函数 ， 又 任意 (ci, “» 4 
| gk)€ F (К), Fei, .... ск) = Í (c, , °", ск), 上 E(S19 
Ck)=Í(Si, +, Sk), HIE (в8,,- +, Sk) 为 多 项 函数 。 命题 
ВУ, | | 
4. 验 证 ，FCx ;，xs，…，xr ] 里 任 一 个 多 项 式 可 写 
成 形状 | 
т | | | 
FIS (X, ,, Xas y Xr)(Xid— хі) tB Xi, Xz, 
1=1 | | 
° Xr) 


这 里 go 对 于 每 个 < :的 次 数 <q 


【证 六 对 7 施行 数学 归纳 法 : | | 
чг= 工时 ， 由 市 余 除 法 ， PURE ZARE) 
表 为 
бх) вх) (жас ху+ш,(х) 

其 中 deg go(x)<G 命 题 成 立 。 

设 对 r 志 kK 命题 成 立 。 对 任意 f Сх, хк, Xk+) € 
FLX 19 УХ, JEf(x ‚ө, Xk, Xk, ) ру; 

(Ху, Xk хр) = Bo (XZ, ху) +B (X e, 
Xk) Xk. tee Bnl X p'e Xk) хо | 

RIBICE |, X.C FC X pe Xp isen 
ННЯ, Віхор рир 


k . | | 
Bi ( x 15°, Хү) = > Bij(X1, Xk) (х9 和 j)+ 


J=1 
каска ‚ Xk) 这 里 gio 对 于 XX i X LARA <A 
MEE Xk Xl) = > ( ой (ох. 3, 
| Ë ]= 0 }=0 


Схуа-ху)у+р ( X |,ееху)) z kal 


n k 
= > ( X18653 ( х,,.. ‚ху) ( xzja- x j k 
=0 j=l. 


jumal а 


PERENE хк) ху 


1=0 +1 


k n | 
= 2 ( 50у (ху EK) xku) Охре х) £ 
= =Ü | 


=“ 
rml 


Sgi, ( х1, .... Xk) х kal 


1=0 
由 市 余 除 法 ， Zg ( Xi," Xk) ху Є К{х\, эх) ` 
可 表 为 | 
n ; | F 
2 Sia (X s *"*XkK) XJ, 7 Ёк (X i*"* Xk, XK+1) (ху, 


— Xk+ i ) Eo (Xi, +, Xk, Xk+1 ) 

Я, ро (X iy +”, хк, Xk+: ) XT x. к<, | 
АИИ, (xo °° Xk) PHR; eB 
关于 Xi，…， Xk 的 次 数 <q WI 
“Ro (Xi, *, Xk, Xk+: ) ЭХ), ***Xky Xk+ı 的 次 
# <q, o | | 


1005 (xi, * Xk Xk+ ) = E gij (Xi ,*° Xk) x 1? 则 
| 1=0 


f (Xis ‘tes Xk» ХК+/] ) = 5 g£) (х,у, Хк, Xk+: ) | 
Схуч- Xj ) + gk (хх, ,Xk+1) (х, —Хк+{() + go (xi 
"Хк, Xk+1 ) * . 


k+1 
= 8) (xi, Хк, Xk+ i ) (Xj4—xj) TP, (XI, rts 
Ј=1 | Е 


Хк, Xk+1) ` E 
?省 FTX+ ] 时 命 现成 立 ， 于 是 由 归纳 法 原理 ， 对 于 任 
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-owo = = - + 
- а - =- 
一 " 
a - .. . . ü 

' 


. реи 
rr Зао 


5 K: Я (х Хз, XI) М # ЛИ zÇ + ТЕ PR 24 
m《si,sz Sr ) = 0, M) m (x i,X, 1 Xr) 可 写成 形状 
289) (Xi ,X. "Xr 2) (Xi —Xi) 
[证 ]， 由 第 4 题 ，m (xi, Xz, s Xr) 可 写成 


T . 
m (Xx, Xas **, Хү) = 2 Pi (X i, X29 Ху) (xja 
1=1 
— xi) +£, (Xis Хуу "0, Xy), 其 中 gorxi， Xatt ,Xr | 
АВ <р 因为 对 任意 s1， с,, Sr 人 F, m (8,, Бр з °°*у 


Sr) =0, gsiq— si= 0, 
sego (Si E23 Sy) = Im Св, Буу "t; Sp) = 0, 
由 此 推 知 g。 (Xis х,, Xr) = 0, 因为 如 果 g。 (Xi, Xo 


°" Xr) F0, 它 对 于 Xi， Xos ta Хү 的 次 数 都 之 q， 由 第 
2 АПАЙ, 在 下 里 存在 cl1， ©» cr 使 e, C Cis cC2 pyCr ) Æ 0 


Шр; (Sis S25 *, Бү) 不 是 零 函数 ， 这 就 得 出 矛盾 。 


MC Xis X," Xy) = 一 了 ci(XI Xy Xr) ( Xiq — xi ) 


6. 令 f (xi, Хор **' Xr) 是 一 个 多 项 式 ， 使 f( 0, 
0，…， 0)›=0, 并 且 对 于 所 有 (cl Саз ` Cr) w 


( 0, 0, 279 0 ) 都 有 


f (с 19 (29 ск) #0 | 
求证 : ра <К(х|ү,х,,. ',х,)=1-—-1Її (хї,х», әх)! 
к= Се, Czy Cr =(0, 0, *, оО ЊЕ (Cis 


Cay °> сг) = 1, TE BAE FIJOR, E (Се, Cas cr) = 0 
(这 里 9 是 有 限 域 的 元 数 ) 


[证 J: 当 (с, Cay Uy Cp) = ( о, 0, ..., 0 ) W, 
16 


上 (0，0，…0)= | 
| FCO, 0, =, 00471 0q-1=0 | 
ОФ, F Ce, с, е, с) ЕСО, 02. 0)=1-Ёї 
(0, 0, +з, 0)3-1=1-0=1 | 
当 Cei, с, әу Cr СО, 0,.,0 ) Е. f(c, 
C29 s" Cr) 闫 0 | _ 


. Í (Ci, C os "tea Сг) = (0, O, '", 0) 时 ， 


Í (Ci ©, зе, Cr) Æ0 | 

AÍ (сү, с, се, к) ЖЕДЕ, F 的 非 零 元 全 体 
构成 滋 群 的 元 数 为 9- 1, 根据 Lagrange 定 理 ， 即 得 ` 
| f CCis Co бу)! = 1 

"ЖЕЕ (ci, с», s cr) = РСС, Cz, *#, 
crJp-I=1-1=0 | | 

7 。 验 证 ， 第 6 题 的 F 与 

Fo= (1 —xXiq-1)(1 一 xsq- (IT 一 Xrqri) 

决定 同一 函数 ， 于 是 证 明 ，degF>Tr (q- 1) жш, 
degF = 下 的 总 次 数 ) | 

СЕЈ: (Сс, +, с) = ( 0, =, 0), 


` Fa C0, =, 0) = (1-0q-1) (1- 09-1). 
(1-0q-1)=1=F (0, =, 0) | 
А, | Б МА (сү, "е, су) (0. Ө, 0 ) 则 至 少 有 一 个 ci 天 0 
: | „сй! = 1. EN 1 一 Ciq- = 0) 


Е (с, +, сі, б) = (1 —c, 9-1). (1 ат) 5 


(1-е) = 0 = Е (с, .ei, бу) 

因此 F 与 F ДЕЕ [)— Б | 
252 R 3 E(x ,, Ху) ~ Fo (X 15 ta хү), ЕУ 
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a . 
' 
* ` бо, . 
. ža r: ^^ . 2. 
А соб _ M . А 
"а . m... ст T т. LY м - 

ma a Л, ЛОТ C ha Сш Сос а: 
Ды. ñ FS um КЫЗ Тоб. ` | 


` . O жа а. E А 
< Er RE LALU LEA, | 
ii а t al... a 1 


"ii. 


. РЕР о тат ` ` - ` 
IE | 
` 7 . 7 ЕЕ Пута ñ ... : . 2 1.5 s: Е : ЕС ñ . . | 
ша 


F', 决 定 同一 函数 ， eF- F, 为 零 函数 , 即 对 任意 sl，… ,Sr F 
F (з, Sr ) -Е, С 519 Өө, Sr) = Ü 
由 第 五 题 可 得 ñ 


| т | 
Е (x), +, Xr) -Fo Сх, Ху) = > gi Сх‹,', 
1=1 
Xr) Схіа- xi) 
ШЕ (Xi, +, Xr) = Zgi (Xi, * Xr) (Xiq—Xi) 
+Ë, (Xi; ‘s Xr) | 
因为 了 ( Xi," Xr ) JPM x E Xr, .degF, | 


. =r(q- 1) 1 Zgi ( xi, ө, Xr ) ( xiq — xi ) < Š # 


X Aie kpa! АЈ ШЕ Сх, Хр) S A x q" 1. …Xrq- 

“degF 之 r (q—- 1 ) 17101 (х, +, Xr) Ax Tie 

xr9-! 和 而 与 F。 中 相同 的 项 相 消 ， 则 它 必须 含有 (xiq- xsq 
…Xiq exa!) Cxi- xi) Е Pa :Xr4-'。 同 时 


也 含有 Xi Xa Xi de xr4-!， 而 这 后 一 项 的 总 次 数 


>r(p- 1), „ЖЮ аерЕ2>г (а- И 
8 。 求 证 ， 阿 廷 一 捷 发 菜 ( Artin- Chevalley ) 定理 ， | 
ФЇ(хү, Xz ху) En (<r) 次 多 项 式 ， 并 设 `, 
f(0, 0, +, 0) = 0 . и 
则 有 一 个 (cs Cas s cr) 关 (0，0，… 0)# š 
在 ， 使 f (су, Cas v, су) = 0 
СТЕ 2: БУЛЕ, 如 果 对 所 有 Сс, Со Cr) = ( 0, 
0, е, 0 ) WA f (Cis co y Cr) 50, 则 由 第 6 ， 


第 7 题 的 结束 


QF (X25 Xis +ех;)=1-—Ї(ху, Xas y Xr)? =. 
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有 degF>r (а= 10), В йере (xn X, exi)q'l2 ` 


r(q- 1) | | 
„Чек (Cx, Xas “> ХР) 之 7, 这 与 假设 f ( X i, X: 

es Ху) 是 小 于 r 次 的 多 项 式 予 盾 ， 因 此 必 和 大 让 (ci1， Ca . 

' er) (0, 0, = ODERT, Cas “p су) = 0 


第 四 章 ”因子 分 解 的 初等 理论 
J 题 46 ` 

1 .验证 ，ICw 二 5 适合 A， E 

[证 ]; ICY -5)3= {mti+nv -5 | m,. "是 整数 

ais : ” а:, дз. t'g 是 I- 一 5 中 一 列 元 ， 
其 中 每 个 aiy :是 ai 的 真 因子 ， 于 是 有 | | 
` а: = ai,1ib, 其 中 b 不 是 单位 元 

SIG -5 J 中 单位 元 是 二 1, ¿ba + 1, ¿+ NOSL 

TN Cai) = N (anb) =N Can YNI) 


se N(ai)>N(8ai+ i), 1 = 1, 2, ЫГ Вр 
N (aD >N (a) >e >N (aD DN (air) > 


ОМ a) 是 一 个 有 限 正 整数 ， 而 每 一 个 N(a;) 也 都 是 正 - 


整数 ， 那 么 比 (Na1) 小 的 正 整 数 只 能 有 有 限 个 ， 所 以 必定 存 
ЭТЕ К, ЧО о> ап = ak, 也 就 是 说 在 IT 二 6] 中 


只 能 有 有 限 序列 a1， а, "aks 使 每 个 ai ,是 ai 的 真 因子 。 ЕС 


2. ФАБ а, х, ta: х9, +... +anx оп н 2, С 
а ЕШЬ, Шо ,是 非 负 的 有 理 数 ， 依 阔 通 方式 定 
义 加 法 ， 并 以 x G x B = xb 定义 乘法 。 验证 ;人 是 带 恒 等 
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. А ` А . . ， А 
. . . . Ы ` 上 u . r] . ` - 
. А . А . А ‚©, ©. ` ` ` ` <. . - ` А С . r Мом . 
А - -.-. . z- - . ` Н . А 
ПОСТЕ щы Jr Y. . . . А . r А РЫ . ` . А б. ` *. . `. ` . А ` . - ` l... ` - , 
— shh mm а ли 人 wa о... . А А | .. n. ‚20, | + : боя БЕ а. ў бо, С. | А А А ул, | 
: . 的 ` e | PEES Rer EN E MSE чш. ШШ ү, 
: . a 


一 一 = .- аъ с0а w... 
Ken sasa: - m... x. = 
rr 
,i mr созсо 0л 

^^ 


м рч жота 


О + (b+ c), 4) 0 


n kae аы ы Tala a 
кы кй М Ак T те р т к М ka тере 
EEM e a UA e e A ATD loe ws : 
7 КЕ т: Б . А 
1 7 рт М.а, Т N .. 
I | ú 加 . + 


元 素 的 一 个 交换 整 区 ， 并 验证 ，A 的 元 素 工 不 是 一 个 单位 元 
素 ， 但 这 元 素 不 能 分 解 为 不 可 约 元 素 。 


[证 ]: A= { а, х9, +а, ха, +. +anX ап | aE 


| п | 
IRF, a i 为 非 员 有 理 数 ,np 为 任意 整 正 数 y 任 取 a= 二 ai X Ci, 
| is 


| 
b = Ebj x В], e = скхтЄ А 
j=1 k=1 


“在 A 中 加 法 是 按 通常 形式 定义 ， 所 以 关于 加 法 显然 是 
ПИШ, Н. 且 满 足 加 法 的 交换 律 与 结合 律 ， Вр 
1 )atb€ A, 2) a+b=b+a, 3 ) (a+b)+e=a 


0 х9,+ 0х9, +. +ох=влю® 


с -апх 0016 Авам 


а+(-а) = (-а) +а= 0 


6 Ja b= (Xai x oil (Eb; x Bj) = 5. Daibj x ditBi€ A 


1=1 ]=1 i=] j=1 
Н, ab= E аїру x 28} = уЬу * арх 9+8) = ba 
A 关于 乘法 封闭 ， 且 可 交换 。 | 


T ) “下 是 域 ， 下 中 元 素 ai，bj， cx 关于 乘法 满足 结合 律 。 


n m k 

“ab)e = 5 5 Xl(aibj)ek x (аї+ Bj) 5% 
i=] J-1 k=1 

= E а: (руск) x 91+ (Bj+rk) = a • (bo) 


j j Kk 
小 A 人 满足 基于 乘法 的 结合 律 
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| Y} ] \ 
8 ) (a +b)c= (Laixoi Eb; x 83) (Tek x ту 


n. lIl | m ! .. 
= у} E а;ск XVitrk + у X'bicek x sjit ` 
i=} k=ł | ]=1 k=1 
= ac + bc | 
“A 满足 乘法 对 加 法 的 分 配 律 


9)1:x"=1€A 是 A 的 恒 等 元 ， (Баха) ( 1 ° 
x°) = ajx 


' | 
10) 设 a= ах k 0, 0—21 аз, Зе 0 
i= 1 | 


Шар = (Хаха СЫ х Ві = > Daibj x AiB) = 0 
| 1=1 j=1 і=1 J=1 . 
则 对 所 有 的 ai，bj， 均 有 aibj = 0 ， 特 别 aiobj= 0 | 
| “Ais b; € ВЕ, FHESA F, ој = 0, ] = 1, 
2, ~, m | 7 | 
ъ= Eb x i= 0 
J3=1 
“ 人 中 亦 无 非 零 的 零 因子 。 
综 上 所 述 ，A 是 一 个 带 恒 等 元 的 交换 整 区 。 


”其 次 证 明 x * 不 是 一 个 单位 元 素 ， 且 不 能 分 解 为 不 可 约 元 | 


жа. 
Ж АЇ(х)=а,х@!+д, казу... anx on 的 次 数 


degf(x)=maX {ai}, dg0 = —co, 
显然 有 deg[f(Xx)g(X)]J=.degf(x) + derg( х) 
| ш 


sut lt a ° > O, : : ©, р 
让 i “ы ум: э, а Кама үк 
Was ы шы а ЫШ Шр o he a san ыл а 


wy. неты нА 8 5 
туутта отара | 
а СОЛТ. ЦИТ - 

эк Ат . . 


теке = Amon а: Ж 


чөк зк пүүр mY. r. 
Юра! ` ' 


- - Ti TT 
Pu тит 


车 x 是 A 的 单位 元 素 ， 即 存在 f(x)E А, хіх) = 
1， 于 是 deg x + degf (x)=deg1 = 0, 得 出 degf (х) = 
- 1 ， 此 不 可 能 ， 故 x 不 是 A 的 单位 元 素 。 

Xx, x, x, +, XM, +, 是 一 个 以 x 为 开头 的 
无 限 序 列 ， 且 每 一 项 是 它 的 前 一 项 的 真 因子 ， 即 A 不 满足 因 
子 链条 件 。 因 而 x 不 能 分 解 为 不 可 约 元 素 的 积 。 

3. 验 证 ， 条 件 了 在任 一 个 高 斯 半 群 里 成 立 。 | 

[证 ]， 设 s 是 高 斯 半 群 ，p 是 s 的 不 可 约 元 ， H. p | ab, 
a,b 是 s 中 任意 二 个 元 ，a,b, 不 可 能 都 是 单位 元 ,因为 如 果 a， 
b 都 是 单位 元 ， 则 ab 是 单位 元 ，。 p 也 是 单位 元 ， х ра 
可 约 元 的 假设 矛盾 。 | 

当 а, 中 有 一 人 1 ( 不 妨 设 b ) 是 单位 元 。 “Dp | ab, .8 
中 存在 c， 使 pp= ab，b(cb-!) =, . “pla, 因此 这 时 条 件 


ВАК 


若 a,b 都 不 是 单位 元 ， 则 由 pe= ыле 单 位 元 ， 


(“如 果 c 也 是 单位 元 , 则 有 ec- Єз 得 ce- : "p=abe-! u 


于 是 得 出 a， b 是 p 的 真 因子 , 这 SETAT ига, 
b,c 作 不 可 约 元 的 分 解 ; | | | 
а= р,‘ pk, b= Рк+1' Pis c= ps’ pt | 
其 中 pl s рк, pkr =u Po DURP’, эе, ри 


E 部 是 的 不 可 约 元 于 是 有 pp epe = Pi pgpks DI 


O a s ERNER, EHE 非 单位 元 的 不 可 约 元 分 解 


在 实质 上 是 唯一 一 的 ，。 "在 р, *е, Dk, ркі, * pI H 


有 一 元 bi 使 得 D 信 pi рр | рі, Ж рі р, >з, px 中 的 


一 个 ， 则 p | a， 著 pi 是 px+1，…，pi 中 的 一 个 ， 则 p |b, 


好 p 是 s 的 元 素 , 于 是 条 件 卫 成 立 ， 
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т... 


у ш 47 


1. ттт а, 具有 a | m, b| m, 1858 
ва | n，b ia 的 任 一 个 元 素 6 一 定 有 ma | п, Дощ а Kb 
КОА СЕ есет), ЖН 高 斯 半 群 里 任 宏一 个 
元 素 有 一 个 lc+m。 | 

【证 法 一 J 设 s 是 高 斯 六 群 ，&,b 是 :中 任 二 个 元 素 ， 

行 a,b 都 是 s 的 单位 元 ， 则 [cm{fab 一 1 


车 a,b 中 有 一 个 ( 设 为 b ) 是 :的 单位 元 ， 则 上 csm {a,b} 


~g 


"э k, 显然 有 a | myb | m。 设 任 一 元 素 n 满 足 a | n,b | n, 
则 在 n 的 分 解 式 n0 = pit p. f ерик рїї, 每 一 个 二 21, 
>, Ў тах л) =1, лла | n, | 
Н, m= piq: ркекй 3—1“ есет {а,Ь} 

Е ИЕ 站 元 都 有 最 天 公 因 子 ， 


#[# (а,Ь) =Ч, a=aid, b=bid, (а,Ь) 1, Шаа | 
就 是 ab 的 一 个 Ice"m。 事 实 上 ， 显 然 a | aibid，h laba 5 


若 有 n 使 得 a | n Bb | n i] а,Ь, а | nbi, aibid | пй, 


| КЕТТ q | (ло; ,па,), 但 * ° "(ais b, )— 1 ‚эе (nia, nb )— | 


n(a,,b,)—n, Ар aibid | naib dE a, D 的 一 个 最 小 公 {55 
2, АЯБА, Ala, раль, 
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„ 


若 a,k 都 不 是 s 的 单位 元 ， 则 可 把 a,b 在 :中 作 想 同 的 不 可 
约 元 分 解 : a = upbiii BE "kky bpb=yPiipsis， ~ pkik 

Hippe ee pÆ 的 不 可 约 元 ， 且 两 两 不 相伴 ,iiy ie 
"з iki jo jo 95 ЙЫ 0，P 人 是 s 的 单位 元 素 ， 今 取 元 ， 
Ж = рер. ркек, 其 中 si= тах { 1, л}, {= 1, | 


+ 
' - 
бу. 
` лаз, . 
er 
一 — Ñ aasi 


үз А 
А . А 
2-44 ka Лы ды. l 


mamn æ e —- - ' 
а: ан r == 


me he E E Г a 
А 


ЖЕ: (a,b)Xa,b)—ab, Ё. Са, Ы,с))= (Са, Ьу, 
Са,е)) 
CHE: (1) а= ир,і, pkik, b= vpili- prix .a,b 
的 任意 两 个 lrc*m 都 相伴 ,由 上 题 [a,bj~ Diepe: pek 
el= тах (ir,Ji), (a,b)— Piti Pf e Drik, f] = піт {11;)1} 
.. (а,Ь) [a,bj~pif pf, Drik ° P11 P2927 Dkek ` 
= pifi te Paf te, pfktey = руі, ti үр, ti... 
ркїк*1к = (pil, рі, е prik) (р,ј!р,і---рујк) ~ab. 
(2) X C = À Pi’ Pat: Pkk, Wi 
(bye) =p, тіп{ј:, rı} р, mini, , rz} „ep mintijy, 
гк) | | 
Са, (b,c))= p max tio mint,ri) max tia min 


{je ,>} t... ma x (ik min{jk, rk} Н U 
同 理 ，([a,b]，[ay,c]) = р, "(тах (i,,ji)max 
Чат) } pi minima х (ix, jk} ,max ik rk) } 


比较 ca 中 c) (Са, b), [a,°)) 中 p; 的 指数 〈 ] = 1, 
01е К) 


M= max (is mintz r) }, 与 N= min ( ma x {1-, 


п}, та х Vil rk) } 


is jy AXR TAVLER: 
Q> JZ +; @ 10)1: а: Oj >r i 
Q: :2i>ji@r;2>j:2>i | 
在 情况 四 时 ，M= i, N= i: 
在 情况 @ 时 ，M=i-，N =i; 
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在 情况 人 @ 时 ，M= ii，N=il. 

在 情况 多 时 ，M= ri，N = Ti 

在 情况 全 时 ， М = 1;, М= ц 

在 情况 @ 时 ，M= ji，N= h 

履 对 所 有 情形 均 有 M= N 

Са, (р, с) = (Са,Ъ), Са,е2) 

3. 如 果 ?p 是 一 个 正 素 数 ， 求 证 ， 二 项 式 系数 


Cis = pr C SISP- 1) 


可 被 Dp 整除 ， 由 此 证 明 ， 特 征 数 是 p 的 任 一 个 交换 整 区 | 


里 ， 对 于 所 有 a 及 Db， (a+ bP=aP+bP 成 立 。 
| GEX: > cip =- hopr tP Н (p-i)1 
Хр|рі, “ple, (р-0! | 
…p 是 素数 ，… 必 有 p | cpp li! (р- 01. 
{Н 61р, ¿pi (р- jl 从 而 p | сір | 
(а +Ъ)Р = арР + с! ар-р +... + ср?- 1AbP- 1 十 bp 
їр | сїр, Есір 0 (тойр), i= 1, 2, +, р- 1 
cipapribi=0，i= 1, 9, =, р- 1 | 
- ЫШ (а+Ь1)Р=аР+ЬЫР 
4. 正 整数 的 默 比 BM Mobius RAUM EY 


l)u(1)= 1, 2 7) 如 果 D 有 平方 因子 , 则 uCn)=0， 
3 如果 3 不 含有 平方 因子 ， 而 s 是 a 的 长 , 则 u(n) = (~ 1)s 


求证 ，uGn) 是 乘法 函数 ， 亦 即 ， 如 果 (т, no = 1, 
Mum, п) =u(n:)u(n:); 并 证 

x” 1905) 1 (п= 18) 
а 0 (n> itj) 
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РА Е 
т 
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*. 
` 
Н 
- 
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эң 
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` 的 
z 
о 
-o 
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т 
a : 
`a 
- a | 
. 3 
. 3 


А р 


таз. эр ` " p — apps РЫ мыйы... ЖЫЙ w. тзт 


CHED: (1) п, о НН C pz ni) Ж1, М] 


Unin) =u(n,), u(ni) um) =u(ns), eu (nin) = 


и (Di)(nz)。 若 0D1，Dns 中 有 一 个 含有 平方 因子 ， 则 nins 也 
含有 平方 因子 ， 此 时 u (nn;)= 0 =u(ni)u(n;) 

现 假定 01，n: 都 大 于 1 ， 且 都 不 含 平方 因子 ， 设 

Ni = PiP Prs Na = Pi po pn | 

其 中 Dis *°», pn 两 两 不 相伴 ， р,» ША: pm 也 ,两 两 个 
相伴 nins = р‚р, pnpi ps pm/ | | Б 

… (ni，Da) = 4， 每 个 pi 与 每 个 pj’ 也 都 不 相伴 

“по пуп, ЈАВЕ, Am 

u(nin) =(— 1)ntm=(-— 1)n (一 1)m=u(n;) 
и(п,) 

(2) n? = Piti Ptt Dsts, 考察 满足 d | а.ж r 
u(d) = 0 ， 则 4 含有 平方 因子 ， 若 u(d) * 0 ， 则 d 不 含有 平 
HAF, 所 以 我 们 只 须 对 n = pipa “ps 考虑 因子 d。 

n= 1 时 ， 则 

© È u(d)= 4 ul) 1 
din. d 1 | | 

当 n> 1 时 ，n= pipa…ps 的 因子 d 的 个 数 为 。 ' 

1+с!а+с а+ ++ +eSs=(1 + 1)s= 95 | 


长 度 为 k 的 因子 d 的 个 数 为 cks 

S | 
s| 2 (а) = У ска ( 一 1)к= 1-с! Фе ss 一 十 
din k= 0 


(— 1)scss=(1- 1)s=0 ` 
5. 证 明 ， 默 比 乌 斯 反 演 公式 ， WR E m) 是 正 整数 的 一 


个 函数 ， 其 值 属于 一 个 环 里 ， 并 且 
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gn)= >> f(d). 
d | 


| n 


则 tkn) = 


| n 


证 ， 当 n= 1 时 ， 区 uigu /1)к(1) 
4 |1 
TO 


现 设 n> 1，d 取 遍 n 的 所 有 因子 ， 而 t |d, мелка Е. 


оюл Й, B-A 


2 u Ca ?#Ф A, ut, Pa O 2 


а | п 
== Kuch Е > 
а | а |а tin СЕЕ 
o d |t 
- oD 
证 [ Pa 2 toee 
. 由 上 题 默 比 乌 斯 函数 性 质 知 
nn 
С aja | 
а |+ 
当下 一 = 1 时 ， 即 t=n 时 ， E u (2) =1. 
njn Е 
а а 


六 上 式 (* )=fG) | =n= fm) 
ш i 


PP `% r 
mr = D r... "= - + ч ш: зү т 


AAEE TT pa T T 


TP 
А і - 1 ' aiar а: 


即 证 得 f(n)= Zu (——) g(d) 
а [а | 


6.115. Ф (п) EE КЈУ Ф РА, 求证 : 
Ф(п)= X u -y )d 
а [п 
(人 参看 习题 13 第 3 ДИ) 
GE) #8% E uld), 1=<k=<n 


d | (k,n) | | 
由 默 比 乌 斯 函数 性 м, (к,п) = 1, W > u(d)=1 
а | (kan - 
#(k,n> 1, M| 5 u(d)= 0 | 
d | (k,n) | 
因而 有 E ud)+ E ud)+…+ E | 
d| Gn) + а]‹(2,т) а | (-1,п) 
о + E о) | 
d | (n,n) 


n 
=5 У u(d)= Ф (п 
і=1 d | (i,n) 


“d | Gn), ла | id [п | 
ойо Ра, da +, ак, ДИЕ ЕВ), 


(da)，…，atdx) 重 新 组 合 ， 含 u(di) 的 项 共有 - 卫 -个 
1 


п k 
AE E ч@= X uldi) e 
і=1 а | (i,n) 1=1 | 


人 Hi= -di ， 则 di= -ti | пднийп ГЕР. 
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КЕ 7а Бн 

+ Т^ 
han з. 

1 БЯ r F ` 
КЕТИ 


МФ) E u «аа 
| n | 


习 题 48 


1, 求 证 : 交换 整 区 人 的 一 个 元 素 p 是 一 个 素 元 ， 必须 而 
且 只 人 须 A/(p) 是 一 个 整 区 。 


C 证 J， 必 要 性 。 设 3=a+ (p) 与 5=b+ (bp) 是 A/(p) 中 


两 个 元 ， 并 且 a b= ab+ (р) = 0, plat, “рж, 


р [ажр |b， 从 而 a=a+(p)= 0 或 b==b+(p)=0 < 
_，%A/(p) 中 没有 非 零 的 零 因 子 ， 即 A/(p) 是 整 区 ， | 
一 完 分 性 ， 设 5 | ba, Щар=ар= 0 
А/О) К, ла= 0 或 hb= 0, 因此 p|a 或 plb С 


即 p 是 素 元 。 
2. 如 果 在 一 个 主 理想 整 区 里 ， 是 一 个 素 元 ， 求 证 ， 


A/(p) 是 一 个 域 。 o 
[5 证 ] ， 由 主 理想 整 区 定义 知 ，A 含 有 恒 等 元 1， МАЈ ОЯ 


(p) 也 含有 恒 等 元 1 = 1 + (p) 。 因 为 主 理想 整 区 是 高 斯 整 
区 ,而 高 斯 整 区 的 素 元 都 是 不 可 约 元 , "Pp 是 A 的 不 可 约 元 。 
ita=a+(p)#0, р/а, «. (р,а) ~1, Ж 要 证 A 


中 存在 b， 使 得 5 五 = 而 = 工 ， 考 察 由 a 及 ра На) 


(p)， 因 为 A 是 主 理想 整 区 ， 所 以 存在 d€ A ,使 得 (a) + (p) 


= (d), (а4)©(@4), (py (d), ~. |а, d|p, а 5а 
与 的 会 ВТ, 但 “ "(р,а)~ 1 


. . | ` -i 2} 
ш i - i E ЕСИ 


а 1, А (а) + (р) = (а) = (1) = А 
因此 特别 对 于 1€ A, DD cC А, W 
ab+pc=1 _ _ L L 
ab+pe=ab+pe=ab+ 0 =ab= 1 
BPa A / (р) BJA yy, AAMER X; 
主 理 想 整 区 和 A 是 可 换 环 ， 所 以 A/(p) 也 是 可 换 除 环 ， 即 A/p 


令 A 是 一 个 主 理想 整 区 ， 怠 是 包括 A 的 任 一 个 交换 整 
区 。 йа, bE A 有 最 天公 因子 qE А, 验证: 在 B 里 d 是 a 及 
b 的 一 个 最 大 公 因 子 。 
СЕ: "А х, Шаа, bE A 在 A 中 的 最 
КАИР, А. (a) + (b) = (9), MEEN, EA, 8 
| аа! +bb' = d。 设 6/ 是 8 中 ab 的 公 因子 ， 
б mjd’ | aa +bb', Xd fd, 这 说 明 9 仍 是 B 中 a 与 b 的 
， AKANT, 因而 使 ; 题 得 证 ，。 | 
4. 令 Ff 是 含有 4 个 元 素 的 一 个 有 限 域 ，N(r,q) 表 FCX) 
里 ?次 不 可 约 多 项 式 的 个 数 ， 求 决定 N(2,4) 及 N(3,9q)。 | 
CAEN: a х^ +bxtce =a (xt +a bxX+a le) 
N i | 
=z (x° + bx + c) 
`a x: + р сех + hx +e 四 
.在 考虑 决定 形 如 a'x2+b'xtc' 的 二 次 不 可 约 多 项 AT 
数 时 ， 只 须 考虑 决定 形 如 xX? + bx + c 的 二 次 不 可 约 多 项 式 的 
.个 数 。 同 样 三 次 不 可 约 多 项 式 个 数 亦 只 须 决 定形 如 x? + ах? 
+ bx + c 的 个 数 。 | О 
(DREP? + bx + о £ UN, wo cR 
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Жа, х + bx+e 的 多 项 式 共 有 q? 个 。 再 考虑 其 å 

中 可 约 的 个 数 ， 若 x + bx + en 5, 它 必 是 如 下 形式 ЕС 

| 1 )x:+bx+e= (х- а)? С О | 
2 ) x? + ох+с=(х-а,)(х-а,),а,+за, Е Е 
相伴 的 算 同 一 个 ， 则 1 ) 的 情 形 有 elaq 种 ，2 7 的 情形 3 

有 cp 种 ， 所 以 形 如 x* + bx+e 的 可 约 多 项 式 共 clatcsa= 
а+-Ч°Ч— 1 (个 )， 因 而 不 可 约 多 项 式 就 有 N20 = qs сз 

(2 ) 考 虑 形 如 xs + bx* + ex + d 的 多 项 式 ， 这 样 的 多 项 j 

式 共有 q: 个 ， 它 若是 可 约 ， 则 必 是 如 下 形式 ， x ü 

1 )x° +bx?°+ex+d= (x-a)? о 

2 ) x° +bx°+cex+d= (х-а) (X2+a,x+a,), Ж | | 

XxX +axt as 不 可 约 。 К | 

8 )Xs+bx2+cx+d= (x-a) (х-а,) (x—as), # E 

中 ab 8a2，83s 不 全 相同 。 i | z 

Е ”1 ) 的 情形 有 clq 种 ， 2 ) 的 情形 有 ciaN (2,q) 种 ，8) y Е 
Е 的 情形 有 es q+ 2c2d 种 ， 所 以 形 如 xs + bx? + cx+ d 的 可 约 多 | : 
项 式 共有 | 
clateiaN(2,D +esgt+2clg= + * 09-2), { 


alq- 1)(9-2) ә, 99-1) 20 +q лу 


31 21 8 
因此 不 可 约 多 项 式 就 有 NG, = = 40-20119 


Gd 1) ) 个 Cq> 2 ) 


= в, №(3,2) = 2? — (el, +e? a N(2,2) +20" 2) 
= 9 | 
Аалаа сева, ШИЖЕШ, Ж 
Ш: AKCx] 不 是 一 个 主 理想 整 区 。 | 

С: “A 不 是 域 ，，.. ARLA ДЕ F ta, a 不 是 A 
的 单位 元 。 考 察 由 a 及 x 生 成 的 A[x) 的 理想 。 

(а) + (х) = {af(x) +xg(x) | f(x), g(x)E ACI} ` 

= {X а |а|[а,} 
1= 0) 
Rj (a) + болело: 理 jë, 事实 上 ， 如 RH 


(x) 是 A[xJ 的 主 理想 ， Ты А Сх), А 


)= 0 
k 
(a) + (х) = ( Zajxi ) 
j=0 
k 
Має (а)с ( Хајхі), A кые ACX], ER - 
| j=0 | | 四 
К. E Е 
а = ах? ° bis: s ЕУ TN y 45 321 二 … = 80 = 0 | y 
J: 0 i= O. | | : 
На= а, 00, Ва, |а, 但 „а | а,, s АД,» (а) = 


(ao), 27. (а) + (х) = (а,) = (а). 
“x€ (x)C (а), SEEE, 使 得 
| 1=() | 
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4 
X=a * Lox, ШЕУ sac = 1 
1=0 


从 而 a 是 单位 元 , 这 与 假定 矛盾 。 因 此 (a)+ (GO 不 是 
ALXJ 的 主 理想 ， 即 Arcx] 不 是 主 理想 整 区 。 | 
习 题 49 


1. 求 证 ， 形 状 如 m+ т ТС) ЖЛ 
得 整 区 ， 这 里 m,n 是 整数 。 О. 


ПШ: 104/5) {m+ nw | m,n 是 整数 } 是 实数 域 


КТЕ, ЕВА = т, + пуу, =, + пуа Є1Суа 7 | 

#а—-б= (пп, —-т;) + mi-n vV EV) 
ар = (mim, + 21.02) + (nim; tnam) 2 ELV 223 
“ ICV 2 ] 构 成 实数 域 的 一 个 子 环 ， 且 1+0w36E 


I Z 3) 是 工 w3)] 的 恒 等 元 ， 而 实数 域 满足 交换 律 BEN 


+, Bit 3 是 带 有 恒 等 元 可 换 整 区 。 


а= т+ луз, ХХ 8а) = |m -2n*|， 则 . 


它 满足 


T | 且 只 须 m= п= 0, На = 0 о б, 
| 2 ) ë((mi + пуз) (п, tn, 2))= 8 ((mim, + 
2nins)+(mn tman) 27) = | (m,im,+2n уп»)? 


_ 2 (min; +001) | = |mi2m t +4n n 2 —- 9 i 
(ni ms ° +n; nr’) | = | m,” — 2n , ? | % | 015-20, | Шш 


= ë (mitniv 2) Š (m, +n, 2) | 
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А | ， 
' 
ч 
- w . J А Е 
| . : - . 
; ` . <. - . а а. А 
| ñ . `. . | А 3 эЛ 2с, Jolla Е 
22 | | ' . . .. | Т . . 
. | 1... ‚2. А . . `... ` ыз му. эы. | -oy | .. 
` Z... зв T A Ñ “ З А К t oopa. LDT! Г, ЕВРЕИ " НА „2 7 
аал аа. аА РИДА: Hai и а i EA, T AT ЕЕ КӨ оу. Сс. 
asa ыы] азгы А7. а Ш ааа ә m jL, 加 Ша 
КА 


| 1 ) 显然 5(a) = | m° _2n2 | > 0, Bš (a)=0 PA Ж 


k ` . Е ` Ы 
зе . . Í МА t. 2. м 77 
he НЕГЕ А A ВЫ РН Н ЕЕ . о. эл... 


Р w ' . ^ 
МИЕ. РЕРНАТА КОН 


3 ) 对 于 任意 a= т, +n /2Kb=m +n. 20 ` 


` . 
. ` + r, 
с +. 28 ' 
“一 ее и жле кыс а ибаа а i rs 


pp ‚шь hk, К] 


= 1 
1 
1 
°з 
+ 7. 
от! h 
2. ож 
Киз: 
rob 
‚® 
`Ë : 
HN `. 
EOE 
I? ' 
кү, 
ЕЙ ` 
A. 
_ e 
Fi + 
N ` 
К 1. 
Pa. 
a a 
ь ч 
а. 
Е А 
+. 
F. 
be 
A... ,® 
шї '. 
Г Шш 
ime o, 
е 
юк.“ 
Ке. 
їл} 
E. 
Ж“ 
业 
to ` 
р" ` 
r 
аа 
е 


A miny? a уруу, а, Влай, ЩЙ 


| т: +n. 2 


在 正 整 数 m, nb， 使 得 |m- a | <+, |n- B | <+, 


“2a=b(a 十 B /2)=br((m+n// 5) + (а - т) + (В 


= п) у 2)=b(m+nvV/ 2)+bt((a - м) + (В –- п) 
\ 2 )=bq+ Y 

‘“a,bl(m+nv 2) ЄС 2] 

. Y =b((G@ —m)+ (B —n) 22 = а b(m+n/2) 
ЄТ 2) 

ШЕ. (Y) = š С ( (a- m)+(B -n) 3) = ТУ 
ў Е(а- м) + (В -n)/ 22 

w ó((a-m) + (В - п) 23= | (а- т) -2 (В – 
n)? | < | (a-m)? +20 B -n)? | < (а-т)*+2(В 
-п) + = 31 | 


(YY)= 8 Cb( (a ту+ (В -п)уу/® )2<ь 0) 


因此 ICw 2 EKLERE K. 


“… .2. 令 A 是 复数 m+nw -8 的 全 体 ， 这 里 m 及 n 或 者 都 是 
` 整数 ， 或 者 都 是 奇数 的 1， 验 证 ， 人 A 对 于 通常 的 加 法 及 乘法 
”成 一 个 环 ， 求 证 ，A 是 殉 几 里 得 整 区 。 


[证 ]: ФА = { т+пуи -8 | m,n 或 都 是 3 Ж, 或 都 


Co ARAR } ‚ A 是 复数 域 的 于 集 , 任 取 a= m +n, - 83 b= 


mMm +п:у/-8, (1) а-р= (т = т,) + (пуп) и 8 


САС“ Hm n 5m, ,ns 其 中 有 一 组 是 整数 ， 而 男 一 组 是 


FARI, Mjm, — mni ~ n: 都 是 奇数 的 区 ) 


ab = (0,11, – 3n1n,) + (түп; +nim,),/ - 3 
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最 然 可 以 看 出 ， 不 论 那 种 情况 ， m ,ms = Зап, уп; 
+hnhrms 的 分 母 取 多 是 2， 于 是 只 须 证 明 它 它们 的 差 是 整数 就 


{те X.(m im, )-33Əin,)—- (min, Tnim;) =m; (m; -n2) > 


-n:i (3na +m,) т, -N:s 3n, + Im 都 是 整 数 ， ЁН. | 


EKZER, РЕТ ТА РВЕ К, MUERE. 


ЁЙ, БП, – 3nimz，mins+nims 必 同 为 整数 或 同 


为 奇数 的 区 。 
„абЄ А | | | и 
АРАЙ ЕНШЕ, плин, нан, KA 
是 个 于 环 ， 生 是 无 等 因子 环 。 | o | 
 (@)1+0//2з=1ЄА, 是 A 的 恒 等 元 。。 


显然 在 A 中 乘法 交 ЧАНЫН, MAREE 
o 元 的 可 换 整 区 。 | 


( 8) 定义 函数 3 (m+n 8) = 2 + Зп? 


тп Ар ЕРАЗ, та :+ 3n2 都 是 非 负 


整数 ， 直 接 验 证 可 知 
б (а) = 0 =а= 0. 
© 而 且 8 (аЬ) = 5 (а) 5 (b) 
在 上 述 所 取 a,b 中 ， 设 b 0 


a лгал а, ВЕБ O 


b. M, + пзу -3 
Ж 
可 取 到 或 都 是 整数 ， RERAN, v 使 得 
J a-ul=<+, | В-у[ <4 | 
а= (а + By-8)=b(utv 8) + (Се - ц) + 


记 | 
Wu — 8 J=bq+ Y 
a ,b(u + v, = -ЗЄА, .Y= brau) 
СВ миа) а -blutv/ EA 
WH (У) = 5 0) са -u) + (В -vv - 83 
= $ (0) Сба -u)? + 3 (B -vI s (b), 


1 83- .7 | 
Ctp? = Š (b) 16< è (b) 
“A 是 欧 几 里 得 整 区 。 


3, 求 证 : 欧 几 里 得 整 区 里 的 一 个 元 素 a 是 单位 元 素 必 须 
而 且 只 须 8 (а) = 1 
GEJ: 设 A 是 欧 几 里 得 整 区 ， acA | 
知 a 是 A 的 单位 元 ， 则 必 存 在 bE A， 使 得 ab= 1 
“对 于 任意 Cc 守 0，8 (с) % 0 x 
ò (с) = 8 (c+ 1)= 8 (ce)8 (1)， 两 边 相 消 得 8 (1)= 1 
“. ò (ab) = ó (а) 5 (b)= 8 (1) = 1 
° b (8) 及 8 (b) 都 是 韭 负 整数 ，.. 5 (а) = 1 
з Ж %&(а)=1, Щз==0, к» FE b, YEA, 
к 使 得 1 = ab+ Y, HPCY )<8(a) = | 
| “8(Y ) 是 之 0 的 整数 ， (ту 0, Y=0 
从 而 ab = 1， 即 a 是 A 的 单位 元 。 | 
4, 令 A 是 一 个 欧 几 里 得 整 区 ， 它 的 函数 适合 条 件 
ó(a +b)< max[(ë(a), 6(b)) БОЕ 
验证 ，A 或 是 一 个 域 ， 或 是 域 忆 上 一 个 多 项 式 整 区 FCx] 
(ШЕ: 设 A 是 哆 几 里 得 整 区 ， 今 
F= {а]д(а)=1, a€EA}+{0} 
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由 第 8 题 知 ，F 的 所 有 非 零 元 都 是 A 的 单位 元 ， 因 而 


是 A 的 于 域 。 
若 对 A 中 的 任意 非 等 元 b， TRO 1, MJA= 7, 此 


”时 A 自身 就 是 一 个 域 。 


若 A 中 有 非 零 元 ce， 使 得 5(c) > 1 ， 则 A 一 TF。 根 据 最 小 
数 原 理 ,A- F 中 必 存 在 一 个 元 xs 0 ,使 得 对 任意 cEA- F, 


都 有 Š(x)<çó(c) ` 


现 证 A= Fr x2 
FL x J] 刁 A 是 普 然 的 。"%F 中 元 当然 包含 在 FCxJ] 中 ， O. 
只 要 证 对 任意 a€ A-F( 此 时 5(a) 之 1 ) 都 有 aE F[x] 
好 可 。 由 欧 几 里 得 整 区 的 性 质 ， 存 在 4/，Y C 和 使 得 
a=qix+ Yi, 6(Y 1)<8(x) l 
"8 (X)>1, H 8 (x) 在 所 有 а?> 1 的 Š (ai) 中 是 


вв. 


=a- Y | 得 


ó (qi1)< Ò (а,) Š (х) = Š (qix) = = ò (a Үү ) «тах 


í ó (a), Ó (Yi) = (a) 
即 5 (qd)<5G) 
如 果 5 (q << 1, Ша. € F, 从 而 
8&=qıx+ Y , € F(x2 
| Ж 5 (q > 1, 则 重复 上 面 步 又 ， 存在 Qi，Y ， EA, 


Ф =9х+Уу, Š (Y ,)< (х) | 
但 因 8 (a) 是 有 限 的 正 整 数 ， 所 以 必 有 n， 使 得 
ò (а) > 6 (qi) > 5 (9) >> $ (аһ) = 1 ` 
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.. Ò(Y; ) = 0 或 5(y ， =з, ДҮ IEF, 而 且 由 qix 


+ 
ñ 一 
a жьш ыйды. 


© 
i B 


. ` 
` ` - 
N 7 
f . а ` r- ` I Е . -. 
ПИРИ ka ai sÉ "l l. . ipn . > . м жс, 0, ` | 2н 
kaa а анаан Аала АА а АП. ual 


ч a | ' ' 
. a f i | - . . . ` ， I | r. : 
Акыл i | ` ОУУ К 
+ REN ЧИСИ Чр 


,dnE€ F, ma ° 
а= Y + Y,X+-* + Ү nxt! + qnx" €E FCxJ 
“А = FÚx2 


| n | | 
再 证 X 是 关于 了 的 超越 元 ， ШШ Ж л aixi = 0 ,必须 ai= 0, 

| і=0 | 
і= 0, 1, ++, n 这 里 aiE 开 。 | | 
IR Ж am =e 0, Bl ò (am) = 1, 这 里 am 是 ao， ais Ай 


m-i ` „ 
an 中 最 后 一 个 不 为 0 RA -amx = Daix? 


1=0 


Š ( — amxm) = ë (am) Š (хт) = С ë (X)Jm 


m-1 


而 8 С Бах!) <max | ò (ax), , Ò (am- (xm-1) } 
1=0 


一 © (аухК) 一 [ Ü (х) 2%, 这 H ак ao, "a am- tH 
最 后 一 个 不 为 零 的 系数 (“8 (х) >10) 


因而 得 到 C8 (х) 8 (xy)m-1, IX Ы 8 (х) 1 
”假设 矛盾 ， 因 而 所 有 的 ai= 0 


ЖА = FCx] 是 多 项 式 整 区 。 
| 习 题 50 


1 如 果 fCO E ICx]， 它 的 首 项 系数 是 1， 并 且 它 有 一 


个 有 再 根 ， 求 证 这 个 根 是 整数 。 


CHE): 设 工 (r,s 是 互 质 的 整数 ) 是 f(x) 的 一 个 有 理 根 ， 


则 f(x) = (x- 工 ) g(x),g(x) 是 Rufx] 中 mn- 1 次 多 项 式 ， 


(RR 是 有 理 数 域 ) 
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л М i ` 


х- (sx- т), 5X 一 了 为 所 多 项 式 


8 


g (x) = -gr(x), g1(X) 为 原 多 项 式 


A 
Í x) = — К SX 一 т), (х) 一 上 sx- r) g1 GO, 


(p,q) = 1 
“f(x) 是 整 系数 多 项 式 ，。, (sx 一 PrO 各 项 系数 与 


.的 乘积 必须 被 0 所 整除 ， 但 因 (p,q) = 1 ， 所 以 q 必 须 整 除 
(sx 一 了 r)gi(x) 的 所 有 系数 ， 又 “(sx 一 了 ) gi(x) 是 原 多 项 式 Е 


..q= 1% 


fx) = p(sx— mg, (x) = (sx— r) * pri (х) = (sx— г) 


6,0), То) ЛДЫ 1, RARER- 1 
“= WOO ERER, 


2. 求证 下 面 的 爱 森 斯 坦 (Bisenstein) 不 5 可 约 k H 别 准 


M: WREX = ao+aix+…+anxrcIx]， 并 且 存 在 有 素 


数 pE 1 使 p | ас, р | а, ` P ап-1› 但 p 1 ап (ppan 


WEAF), MAp Ө ао, ЩЕ (х) 1Cx3 里 不 可 约 ， 从 而 


在 Ro[X)] 里 也 是 不 可 约 ， 这 里 Ro 是 有 理 数 域 。 
С: 若 f(x)= a0+ axte t anxz 在 ICx] 里 可 约 , BH. i 


m 


l o | 
f(x) = ( bixi) (Zcixi), (l,m<nHl+m=n, ` 


120 J=0 


сі, bic 1， 比较 两 边 系数 有 


an= biCm, ао =boCo 


EE i a ЎЫ 


dg- = == rp rT "ansa." aa 
б. 1 Looman . 
- ы“ . . 
ñ n ` . ` 
' 


w. 


因为 p | aos 而 p 是 素数 ， ы Д жр | bo 或 p | Соз 但 ， 


рю" Ха, 个 能 有 |b HP | cç, + 妨 假定 Dp | bo 但 pheo е ° 


男 一 方面 ， 因 为 PMa:， 所 以 pb 
设 bo，bB1，…'， pi 中 第 一 个 不 能 被 b 整 除 的 是 bt 
ак = bkco + к-з +, + b; Ск 
式 中 sk，bk-:，…，bo 都 能 被 D 整 除 ， 所 以 bxkeo 也 % 能 被 p 
整除 ， 因 为 p 是 素数 ,所 以 px 与 co 中 至 少 有 一 个 可 被 bp 整除 
这 就 得 出 了 矛盾。 所 以 f(x) 在 蕊 x] 中 不 可 约 。 根据 788, 


fx ER O [x 中 也 不 可 约 。 
3. 如 有 果 ? 是 一 个 素数 ， 验 证 ， 以 x+ 1{0\% 
ЖАЛ + 1 = (xP — 了 1 


多 项 式 xp PIER [在 R。Cx) 里 是 不 可 的 的 。 | 


СШ]: 设 f(x) = хіх +++ +]= (xp—1)/(x- 1) 


f(x+ 1)= (x+ 1)p-l+(x+ 1)p-2+.-.. + 1 = 
(x+ 1)p— 1 /х= хр‘ +clpxp-2 + e ‘+ epp"! 
PERA, 由 习题 47 第 3 题 知 p | сір, i= 1, e, 
‚ Hp*řep =p, pti, X HH L 题 EBisenstein 不 可 


Е вея) | 别 准 则 知 f(x+ 1) = xp-1+elpxp-2 二 十 b 在 RoCx] 
4 不 可 约 。 由 此 即 得 割 园 多 项 А f(x) = хро + хро? +. + 
“ 工 在 RuCx] 中 也 不 可 约 。 因 为 如 果 fx) 在 ReCx] 中 可 约 ， 即 


f(x) = xt! + xD? +... 1 = f, (x)f, (x) 
0 <degf, (х), degÍ,(x)<p- 1 
于 是 f(x+ 1)=xo-l+elpxp 2 +. р 
=Í (x+ 1)f,(x+ 1) . 
degl (x+ 1)=degf, (х), degf,(x+ 1)= 
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Жз. 
Е = . 


.degf, (x) 
” “因而 得 到 f(x+ 1 ) 也 可 约 的 错误 结论 。 


RRE 带 算 子 群 
3 题 5 


1. ЖИЕ: СРЕ (EFX ) 子 群 再 的 任 一 меғ (全 
я И 子 群 及 是 G 的 特征 〈 全 不 变 ?》 子 群 。 


F， 设 而 是 G 的 任 一 自 同 构 ， 由 本 是 G 的 特征 子 群 , 有 
HECH, 因而 而 限制 在 子 群 HH 上, 得 出 上 的 一 个 自 同 构 ，， … 
16 为 mH, ЫШ Hm= "т „ВН = Нин. , ШКЕ 5 - 


Акас, 又 K 是 HH 的 子 群 ，H 是 G 的 子 群 ， 所 以 


K 是 G 的 子 群 ， 故 K 是 G 的 特征 子 群 。 
AE, та DES 9 有 HREH, рн, 
Hm= H my СН, 于 是 有 Km = mg СК, К 是 G 的 全 


不 变 子 群 。 
2. 求 证 ; 循环 群 的 任 一 个 子 群 是 全 不 变 的 。 
证 ;区 所 给 循环 群 为 (a3， 它 的 全 部 自 同 态 的 集合 为 M。 
则 任意 mE M， 有 am=am,， ( 其 中 pm 是 正 整数 或 0) 
Сатти = (am) = (a lm) 7) 
而 循环 群 [a) 的 任 一 子 群 可 表 为 [as)， ;是正 整数 。 
ат = (am)s= (ams = (as)mEras] 
| 知 5as] 对 [ao 的 所 有 自 同 态 映 照 都 把 它 ШЖ 9 内 ， 所 
саз АТ, 


А FE Ы а ' 
=. ba. Y s tan as ыа. das a L. у лш atah йай 


r. 

' ， 
ne am k. . 1 ñ 
- -- Š an a amia. „дыша r, г, 


эг. Т? Ж ` 
r ei к... 
i Pt L ТИРА Pi 


ЗЕ. НАУ Со, езу 5 生成 的 子 群 G( ) 
是 一 个 全 不 变 子 群 ， 这 里 stEG，G(O) 叫做 G 的 (第 一 ) 
М, ПЕД. ССС, НААН Е 一 个 
不 变 子 群 能 使 G/H 是 交换 群 时 ， 则 G(!) ЕН, | 
ШЕ: 设 m 是 G 的 任意 自 辣 态 ， 则 有 sm€G, ;m€ G. 
 Xs-'m= (sm)- t, t+-!m= (tm) `! 
于 是 (sts-!t- Hm= (sa) (tm) (sm) -tm)- 1€G(!) 
即 G 中 任意 换 位 子 经 G 的 任 一 目 同 态 mm 映照 后 ， 仍 是 G 的 
换 位 子 。 x 
ЖАС) СВУ ФЛ, 
其 次 ， 证 明 GVG( ) 是 交换 群 。 | 
ЕЖ x, уЄС, х-!у-!ху=кЄС(С) 
于 是 有 xXy=yxg, > xyG(1)Cyx G(!) 
© ARAy tx yx sg EGO), 得 yx = xyg => 
yx G(! )C x yG (!) | 
К 2 хуб) =yxG(D， Ох GOC) (уС(1) = хуб!) 


yxG(D = (уб 00) 60) 


所 以 G/G() 是 交换 群 。 | | 
第 三 ， 若 G/ 互 是 交换 群 。 з 
即 对 任意 x，y€E€G， 有 (x H)(yH) =(уН)(х H) Е 
El хуН =ухн, —xyGyx Н | о 5% 


e Jh€ Hs, ху=ухһ, 得 h = x -!у-! ху 
即 任 一 换 位 子 都 包含 :在 也 中 ， 而 G( 必 中 元 是 有 限 个 换 


位 子 的 积 ， 又 二 是 G 的 子 群 ， 所 以 得 由 换 位 子 生成 的 子 群 
Сосн, 


4. 令 A 是 带 恒 等 元 素 环 ， 并 取 M= Ar， 而 把 A 看 作 一 个 
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一 群 。 问 A 的 M 一 自 同 态 是 什么 ? 如 果 取 M= AyU А, HJ 
A 的 M 一 自 同 态 是 什么 ? | | 
fg, (1)232M= Ar, 设 7 是 A 的 任 一 M 一 自 同 态 , 则 对 ， 
VxXyEA ЕГУ 
ћ(х+у) п = хч +ут, (ху) 1 = (хп )у | 
XEF C A， 则 对 A 中 任意 元 Xx 有 | 
xXxT=(1 ° x)mn=(1 .- n)x, 1 n€ A 
即 任 一 M 一 自 同 态 m 作用 于 A 中 任意 元 x， 相 当 于 用 A 


中 元 1 左 末 于 x 。 反 之 ，A1《 即 A 中 左 委 变换 全 体 ) 中 元 з 


显然 是 M 一 自 同 态 ， “УаЄА, а1Є Aj; 
 а1(х +у) =а(х +у) =ах +ау=арх +ау 
а.(ху) =а(ху) = (ах)у= (а.х )у 
则 A 的 M 一 自 同 态 是 Al。 
. (2)M= AUA] 
© ДМА. Vx, уЄА 


(х+уу)ул=хтпт+утл, (ху)л =(хл)уе х(ут) Е 
“1EA, лхт= (1 + х) = (1 “x=x(l. ы 


1), 对 xEA。 


即 1 0EA 的 中 心 C,， 显然 用 C 中 元 右 染 A 中 元 x 与 去 左 | 
乘 A 中 元 x 是 一 样 的 。 记 C* 为 用 C 中 元 去 右 狠 人 A 中 元 所 得 的 右 ， 
膝 变 换 的 集合 。 于 是 任 一 M 一 自 同 态 ， 相 当 于 用 C 中 元 . ` 


《 1 1 ) 所 得 的 右 乘 变换 。 反 之 ，Cz 中 任 一 元 ， 都 是 A 的 一 
个 MM 一 日 同 态 。 和 CECy crEC:，cr(Xx+y)=c(X+y)= 

_ ех +су= с.х + суу | 

с,Сху)=с(ху) = (сх)у= (с.х )у | 
Җср(ху)=(ху)с= x (yc) = х (су) = X (сву) .| 
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-', А А „1 - _ ` де. ` p 
a 


则 A 的 M-- 自 同 态 是 cr 全 体 。 
J ш 52 


1, 1/(ш) (m>0 ) 的 理想 。 
№: 17 ап) (m> 0 ) 的 所 有 理想 ， 由 I 中 包含 (人 m ) 的 
所 有 理想 所 完全 决定 ， 而 I 中 包含 (my) 的 任 一 理想 人 n) 己 
am) n | m, СТЕ Я ТИ (m) 的 全 部 理想 的 
是 {nn)/(m) [піт р. 
2. 试 直接 导出 一 个 环 的 理想 与 这 个 环 的 一 个 同 态 象 的 更 
想 之 间 的 对 应 。 
证 ， 设 A' 是 环 A 的 一 个 同 态 象 即 存在 一 个 由 A 到 Ar 上 
的 同 态 映照 7， 使 An = А’, Wi 


1)7- (0 )= 区 ,显然 是 A 的 一 个 理想 。 且 A' 兰 A/[/ 开 ` ` 


2 ) k ER AHT S KAJ Е, MB RAT REE, 
xb, b EB», МИЕ, b, € B, Жыл =b,” 
bat =b, 
bb =bin -bn = СЫ, -bn EBn 
Ха EA'， 则 存在 aEAs:，amn =a 
于 是 arbi = (anm)(bin)=(ab)mEBn 
ba = (0, 1 ) (атп) = (ba)n ЄВт 
8 ) B,，B, 都 是 A 中 包含 K 的 理想 ， 若 Bin =В,п, 


WB, =B 4 证 1-1(B， п) = Вв, . 


(Вул) =Сс,, BAC B, 
又 对 ciC 1 则 存在 bl € B s cC, Tl =c, 1 
>c =bi+ kıs КЄК, “BDOK, bitk EB, 得 


СЕВ, ЖС: = В 
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# 


再 证 : AB: =B,n, 则 B, = 
ЗВ, = 17 (В, п) = 15: (B71)=B, сй 
4 ) 设 B' 是 A' 的 任 一 理想 ， 则 B = 1-1(B') 是 A 的 理 sq 
Ж, HKEB, | a ай 
уур, bs€EB, Шыл, bn€EB 2 
“由 (bi 一 bs) n=bin-bsn€EB' 得 bi -bcB OA 
又 waEA, 有 (ab)n=(an)(bin)EB O 
(bia)nm=(bin)(an)EB ` зз 
Habi EB, bia€ B， 故 B 是 A 的 理想 。 5 
BABIK, 0'ЄВ', г п-:(0')СВ, ҢЖСВ- e 
Юу ТАШ 包含 长 的 各 理想 的 集 A & (B) зА за 
想 的 全 体 之 闻 的 一 个 1 - 1 对 应 。 | 
| J 题 5, 
1. 求 证 ， 从 第 三 同 构 定理 可 推 得 第 二 同 构 定理 。 
”证 ， 第 三 同 构 定理 是 ; Gi 及 Gi《(i=1.2) 是 G 的 M= | 
子 群 ， 而 G' i 是 Gi 的 不 变 子 群 ， 则 (GuniG' ,) G' ,是 (С, n: 
G ,)G' 1 的 不 变 子 群 ，(G’， NGDC, 是 (Gi по, ) С” ж 
ЗР, PEHEE 们 的 对 应 商 群 是 NM 一 同 构 的 。 | 
| RRG, = 本 :是 G 的 任 一 M 一 子 群 G, =G 
= { 1 }，1 是 G 的 恒 等 元 。G’, = H, ОШ «зы 


(GNG)G ,= (HNG)H,=HH, 
(G' i NGG’ =( {1} NGH, = 1•Н,=Н, . 
(G, [1G,)G ,= (Н, ПС) í 1; =H,° 1 =H, 


"үче бте as p E: 
ОЛЕ | Toi 
+ ， 人 

. k n 

А : . 


- r=: r-j = w. 
т кт" ЫЫ ШЫП Ta 
` 


ie . r кошто Tr r т te 
(чени E T =: 
тч ; . А 1 
. 上 П 


А. Е 


порт нетру туят 
| у Ë N з `". 
'. [1 К 2. |. 
. ` ' ' т ` ` ' к 15 


(GNG YG = Н, ПН,) 11 ) =H, ПН, 
依据 第 三 同 构 定理 得 
H,H,/H,=H,/H,1E,, ЈЕВ АЕ, 


001, C ,是 M 一 子 群 ， 而 G :是 G 的 一 个 不 变 子 
群 ， 并 令 卫 是 G 的 任 一 个 M 一 子 群 ， 求 证 ， 王 ， = 61， 


ЕН = б ПИШЕ JE EH. H /H' | 同 构 于 G1/G 1 的 
一 个 子 群 。 
Ш. (1 ) 先 证 H ЕНА 


ҮХЄН,,ууЄН',, ШШ хЄН,уЄН, n x-'yx € H 


X x € G, YEG i ШО” EG 的 不 变 了 


€G, 


х -lyx EG NH= H’, 


(2)HH,/W' =G, NH/G NH=GfH/ (GNH) 


пе" =. н/с, Пн) Па", | f 
=H,/H,[1 G =H G С"; 


。 《这 里 依据 第 二 辐 构 定理 ) 


FRH, С, = (Gi NDG ÆG: 的 T 群 。 INED 


GG 


又 满足 (G1 ПН)С', - G, =G, G NEG’, 
C G 1 是 G1 的 个 变 子 群 MAH, gv /ev жс, 的 一 
个 子 群 。 | 
3. 说 出 关于 环 上 类 似 的 第 一 及 第 二 同 构 定理 。 
” 解 ， 第 一 同 构 定理 ， 设 1 是 环 和 到 环 A' 上 的 一 个 同 态 


"канан. ВЛАВ R AWKI FEB, MB ви. 


是 A' ЈР, À it Н %ЖА/В 5А’ /也 Е 对 应 4+ Bean + 
B' 下 是 同 构 的 。 
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С Үт, `. `: | y ` 
. "1 4 А Ы т ч. . “к + m" | 
гаж аб ad U Y. хз о; 


ТИЫН ТҮТТҮ z 
л бутт 
ч | КҮ. Аж 
КО з А 


第 二 同 构 定理 : MFA KA 8 “ЖА HJ F Ж» ЕН. | Е 
ARBAA 站 As 是 A 的 理想 ， 并 且 ( 2 ) 差 环 A1+” а 
A/A A/A NA а, + Aa, + (А, ПАӘТЖ 这 


同 构 的 。 


з вом 
O 1.ЖШ%б=б ШО, 2.965.151 是 G 的 一 个 正规 和 Б. 
列 ， 并 且 卫 是 任 一 个 M 一 子 群 ， 求 证 ， 
H= HNGVZHNG) 2R- IHN Gss) 1 Ж 

是 五 的 一 个 正规 群 列 ， 并 水 证 后 者 各 个 商 同 构 于 前 者 各 个 商 “ 
的 子 群 。 Ba o 
证 : 显然 本 题 是 习题 33 第 2 是 的 直接 推论 ， 
MHN G 1 是 耳 们 Gi 的 不 变 子 群 Ci= 1)2，…，s) - 
H(H[f1G 3 /(Hf] Gi, i) = CHAN Сі) Gi, /Gii u | 


(HIMGiDGi， /Gin1 是 GWG1 ,的 子 群 。 


2. 如 果 一 个 普通 群 有 一 个 正规 群 列 ， 它 的 各 个 商都 是 Y 
换 群 时 ， 则 这 个 普 通 群 叫做 可 解 群 。 证 明 ， 一 个 可 解 群 的 任 
一 个 子 群 及 任 一 个 商 群 都 是 可 解 的 。 а. се а 
证 ， 设 G 为 可 解 群 ， 则 G 有 一 个 正规 群 列 Е. 
С=6,226,2...2020:,;=1 ` 

目 每 个 商 群 GMGi,: 是 可 换 群 (i= 1,2. 

(1 ) 设 了 蔚 为 G 的 任 一 子 群 ， 依 第 硅 题 知 

s ` нен пва ЕПС. HNGs) 1 
是 的 一 个 正规 群 列 ， 并 且 每 一 个 商 群 (HG:; /atnG А 
与 G:/G- :的 子 群 周 构 ， 所 以 也 是 可 换 群 ， 于 是 т a 


PF o 


s) 


ас 


(2 ) 设 H 是 G 的 任 一 商 群 ， 依 群 的 同 态 基本 定理 И, Н 


是 G 的 一 个 同 态 28, WERS 为 1， HGN 


今 证 了 = бп =G, 2G, Ə.. 二 Geen = 1 EHRE 
规 群 列 , 月 Gin /Gir+! Ц ( 1=1,2+е5 ) 是 可 换 群 , 则 互 是 可 解 
-REPA Gin 是 G7 的 子 群 。 先 证 Gis1 л 是 Gin1 的 不 变 子 群 。 


Vg€ Gin, MEEL E Gil 使 gm = g 
VxCGin, 则 存在 x EGi,， {Ёх/ то = x 


于 是 XxX-igx =(x' n) (gi n(x п) = (х/х) т 


由 Giri 是 Gi 的 不 变 子 和 群 ，,, x'”-1lg/ x! € Giris 得 
еге 1, 其 次 证 Gim /Gi | n 是 可 换 群 . | 
НСС, 是 可 换 群 ， 即 Vh，gSE Gi 
9,1) (661.1) = (8065.1) (hGi, )) 
显然 上 述 关 系 在 同 态 映照 下 不 变 ， 即 
Сат) n XX(gn)Gi, л 3= C(n)Gian2 
COhn )Girim 3 


анин | 
3. 设 归纳 地 定义 G 的 高 阶 导 群 G( = (GG-1)) G) С 


看 习题 51 第 8) 


求证 G 是 可 解 群 ,必须 且 只 须 有 整数 s 存在 ,使 G(s)=1 


Ш: 《充分 性 ) 因为 此 时 有 
G=G(592G(01)2ƏG0)2...32G(s) = 1 | 
由 习题 51 第 8 С (1+1) E GG) WERTE 日 GGD/ 
GG D н АН, MUGE ИГ Н, 
《必要 性 ) 已 知 G 是 可 解 群 。 故 有 正规 联 列 
G=G 232G, 2 Gs, = 1 
呈 每 个 Gi/Gi+ :是 可 换 群 人 (i=1,2，…s) 。 | 
‚ 148 — | š | . 


“由 G1/Gs 是 可 换 群 ， 知 G， go, x 由 Gs/Gs 是 可 = 
Кы ЕЕЕ 
` 26,0966, 760) =6, зв, (оса, 利用 归 
纳 法 可 证 得 GOCEGini (Ci=l 2 8) 9. | 

于 是 有 整数 8s， 使 G(s)EGs = 1, BBG(8)= 1, О 

| 4。 求 证 ; 耻 数 是 素数 先 的 任 一 有 限 群 必 为 可 解 陪 (参看 С 
е9 习题 20 第 3 题 ) 
i 证 ， 候 定 群 G 的 阶 数 是 p"，D 为 素数 ， 对 9 施 行 归纳 法 来 3 
Ш 227 
(1)n= 1 时 ，G 是 循环 因而 是 可 换 群 HORT к. 
(2 ) 归 纳 假设 1 <k<n 时 全 ; 题 成 立 ， 今 УЕ И 为 pr 时 也 a 
成 立 。 由 习题 20 第 3 题 知 ，G 的 中 心 C 的 元 数 大 于 1， 于 是 Ч 
е б = G/C 的 元 数 是 Di k<<n; 依 归纳 假设 ，G 是 可 解 群 ， 即 . 
< “存在 整数 s 使 G(s) = 1 。 另 一 方面 6 是 G 的 同 52, RGG) 7 
“的 象 是 Go 。 因 此 有 G(saJCC，C 是 可 换 群 ， 所 name а 
с Ж, 于 是 存在 整数 t 使 C=1， 则 G(stDEC(t)=1 7 
С | рз) = 1› аж ри, 


ча р 


= 题 55 | | сз 
1. 应 用 约 当 一 一 全 尔 和 省 理 于 有 限 和 到 本 ， 以 证 明 一 个 正 。 
| 整数 分 解 为 正 素 数 因子 的 唯一 性 。 | к 
` Eme 构造 一 йл ж 

- ` 记 为 Ca]= | | 
т санж, KHARB. 


@G=G,,22G,22G,;—:::2Gs, I = 1 ! 


тш А 
+ м: м2 . 


足 G 的 一 个 合成 群 列 ， 其 中 Gi/Gi+ 1 是 案 数 阶 的 循环 群 。 阶 
数 用 Pi 表示 Ci=1,2…，s) | 
 Mjn= papa ВЖ. Е 
ШӘП ЛАРЕ. GUERN A A ЖШ ИЖ 


价 。 即 其 商 群 列 存在 祖 互 同 构 的 一 一 对 应 ， 而 同 构 的 循环 群 


具有 相同 的 阶 数 ， 这 就 证 明了 Jn 的 素数 因 于 由 n 唯 一 决定 。 


[证 法 二 J 设 CaJ] 是 n 阶 循环 群 ，rn 分 解 成 正 素 数 的 两 种 分 


解 式 为 D=pip2… ‘ps= piiD pt 显然 [a] 一 [ap 一 [aplip，] 
—..—(aP192...ps]= 1, Гаўго (aP',3— CaP P2 2...2 


CaP 2…at]= 工 是 Ca 的 两 个 合成 群 列 。 由 约 当 一 埠 尔 德 . 
定理 知 ， 这 两 个 合成 群 列 是 等 价 的 ， 故 它们 的 商 群 之 间 构 成 


1 ~ 1 对 应 ， 且 对 应 的 商 群 是 同 构 的 ， 又 同 构 的 有 限 群 有 相 
МЈ Е 今 两 商 群 列 ] 的 阶 数 分 别 为 pi， Pas *** ,Ds 和 Pp’'1, 
| р,» e., ре рі \ 与 等 Di 18 5%, 经 过 十 次 序 适 当 调 整 后 ， 
ча 有 Di= рч (i= 1, 2, “5 8) 且 S=t。 这 就 证 明了 pn 的 分 


Eoo 2. 如果 G 有 一 个 合成 群 列 ， 求 证 ， 如 果 G 的 任 一 个 正规 


Я | ЖЫШ {Ж ДЕШИН, ДНП 细 为 一 个 пр, 


ME: 设 G= Gi 26,20,2Ə--Ə6.= 1 ses ...... (1) 
хаван. 以 各 项 是 真 递减 的 
G=. 2D Dils+1: = 工 ， 是 G 的 合成 群 列 


= ИЖА Ж ШЕЙШ, KERRAEN, j 
“两 个 正规 群 列 有 等 价 的 加 细 。 而 合成 群 列 的 加 细 ， 最 多 只 能 
м ЛИЕ АЈ, ШЕЕ Л ГЕ ЕКЕ EBE В УНЕ А ШИР 
(100 ИТН, ЖЇР 5 А АЛЕ ШЕШӘ, 
相应 的 项 后 ， 得 到 的 仍 是 一 对 等 价 的 正规 群 列 ， 此 时 (1 ) 这 
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ë - 
4 
- 
下 
+ 
+ 
\ А 
- , ~ 
Д, 
т „= 
" MEUS 
кз 
` ` "x. 
к, 
T 
арр 
ч тер i 
ri т 
T мй 
. | ` 


А? 


_ 桩 加 细 后 的 正规 群 列 就 是 一 个 合成 群 列 。 
3, 如 果 人 有 一 个 合成 群 列 ， 求 证 : G 的 任 一 个 不 变 TR 
: “及 G 汐 任 一 个 商 群 各 有 合成 群 列 ， 并 求证 ， 这 些 群 列 的 合成 
= Мру 的 合成 商 。 e 
СЕНСИН ЛР G/KÆG 的 任 一 т 
即 区 是 G 的 一 个 不 变 子 群 。 于 .GƏH21 XGƏSKƏ21, 是 - - = 


зз 。 G 的 两 个 正规 群 列 ， 且 可 设 其 为 真 递减 的 ， 着 了 =G (或 H= 77 


L) 正规 可 列 为 GT， 同伴 地 者 区 ~ G 《或 区 = 1 ) 同样 处 
理 。 | x 
джаш, ПИАНО а Я, HAR 

些 合成 群 列 与 G 的 任 一 合成 群 列 是 等 价 的 ， 于 是 合 成 商 是 互 A 
. M-AK. | Е. 
С GEZBZ)1 ) НСК ЖЯ, PH = GRH=1 z 
= NHARE- ARRI, TIEGHI, убэонэ1›й S 
G 的 一 个 正规 群 列 ， 由 题 2 知 可 加 细 为 G 的 一 个 合 成 群 列 ， 
设 为 Е Б Е 
? | G= GDG D DDH HDH, DIO He = 1 
Вне оН, DDH DHe: = 1 是 下 的 一 个 合成 
. 群 列 ， 此 时 ， 它 的 各 个 商 自然 同 构 于 G 的 合成 商 。 — O 
”2 ) 对 G 的 正规 子 群 H 取 第 一 步 中 的 G1, б, се, б, 7 

考察 G/H = Giı/ HD DGs/HDH/H = i | 9 
因 卫 是 G 的 不 变 子 群 ， 当 然 也 是 GiCi= 1, 2, =s ву 3 

的 不 变 子 群 ， 由 第 一 同 构 定 理 知 
G;i/H/Gi, /HS Gi/Giri | К: 

I б: Gi МЖА, Са Нуса УНЕМ | z 
纯 群 


КГИ КЕТА n 
r уз; “ гт ткт анна А ' Ии М 
экш rp 407" 人 THS x ` +E, Н : ` ‚сыт + 
` ар" w... Ыыы Ki = a‘ ч ї - 25 ал. 
- атр НА т, ПА -4 "ү - 
МР. . 1. r. аа ` 


s. G/H=G,//H>G,/HƏ—2>::—2Gs/HƏH/H=1 ` 
”是 GV 下 的 一 个 合成 群 列 ， 旦 合成 商 同 构 了 于 G 的 合成 丙 。 


2) Е 56 


1. RS: AS HEREA. 

Е, S, 2A,211 SHERE 

又 它们 的 商 群 列 8: /As，As 的 阶 数 是 2 ，3 都 是 素数 ， 
故 都 是 单纯 群 ， 于 是 8 二 As 二 1 是 &s 的 合成 群 列 。 

令 Bs= { (1), (12)(34), (13) (24), ANDP 

Cs= { (1), G2)(34 P 
MS, 过 A 党 B, 必 C4 二 1 是 34 的 正规 群 列 | 
且 它 们 的 商 群 列 S4/As，A4/Bs，B4/C4s，C 4 的 阶 数 分 


别 为 3， 3, 2, 3 都 是 素数 ， 故 都 是 单纯 群 ， 所 以 上 述 正 、 
“ 规 群 列 也 是 8 的 合成 群 列 。 


2. 求 证 ; 一 个 有 限 群 是 可 解 的 必须 而 且 只 \ 须 它 的 合成 商 


。 都 是 素数 阶 的 循环 群 。 
证 ， 必 要 性 ， 设 G 是 有 限 群 ， 又 是 可 解 群 ， 于 是 G 有 正 
“ 规 群 列 ， 且 它 的 各 个 疡 都 是 交换 群 。 另 一 方面 ， 有 限 群 适合 


升 链 及 降 链 条 件 ， 故 C 有 合成 群 列 ， 而 每 个 正规 群 列 都 可 加 


O 细 为 合成 群 列 ， 这 时 G 的 合成 群 列 的 各 个 商都 是 有 限 ， 可 


， 换 ， 单 纯 群 。 一 个 方 了 上限、 可 换 、 单 纯 群 一 定 是 素数 阶 的 循环 ， 


”充分 性 ， 设 G 有 合成 群 列 ， 且 其 合成 商都 是 素数 阶 的 特 


Ж, ма заав, ках, ЖТ айй, MIER 


的 正规 群 列 ， 因 而 G 可 解 。 
必要 性 的 第 二 种 证 法 ; 
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мау 


Hii = 1. XEGi = HDH, D ,一 Hi = Gi+io Gi. . 


К) WERTE, Н АРЕ 


也 是 有 限 群 ， 因 而 是 素数 阶 循环 群 。 


。 不 适合 降 链 条 件 。 


| кш кйш, s = Mn+ 三 


АСТ, G50" DGe n 1 是 窗 | 
群 列 都 是 交换 尹 的 一 个 正规 群 列 ， 因 有 限 群 必 有 合成 群 列 ， 
由 题 2 知 它 可 加 细 为 合成 群 列 ， 设 为 G= H,ƏH,Ə--Ə 


是 Gi 的 正规 子 群 ， Оі. ВАН: +) (j= 0 » 1, 2 >. 9 


Ht+j/Ht+ris 2 Неј Сз /Hej+ i/Gisi 
()= 0, 1; 2, се) k) О 
因 Gi/Gi+1 可 交换 ， 故 Htrj/Gi+1 可 交换 ， 于 是 . Е 
He Sitin Өн Ей, 所 以 Hiri/Httjn1 可 Е. 
交换 ，Hi/Hiti (j= 1, 2, % 1) 可 交换 。 Е ы 
HG=H,Ə2H,2:. "DHr, = 1 是 合成 群 列 ， 知 对 应 的 : 0 
各 商 群 Hj/Hj+1 是 M 一 单纯 群 ， 县 由 G 是 有 限 群 , 知 Hj/Hijw， 3 


RE -PERERIN (M= $ ) 1 ERNEA m 


ЯЕ. 设 G= Ca 是 一 个 无 限 循环 群 NORE- FREA L 

循环 群 ， 且 可 表 为 Cas]， 其 中 8 是 整数 。 | К 

显然 Cas]CETat 的 充 要 条 件 是 Et | в, (t Es 的 因子 ) 今 
证 G 适 合 升 链条 件 ， 设 G 的 任 一 子 群 列 。 

Сат, ус Сат, Elam JS О Е клу 

АЯ mi 是 整数 ， Н, | Mis +, Mi+: | mi.( i= 1, 5 

“而 的 正 因数 的 个 数 只 有 有 限 个， 故 必定 存在 有 正 : 


即 [amn41)] = Caan) 


其 次 ，G 不 适合 降 链 条 件 ， 因 


[ajDLa Oa’ Dla DO. 


显然 是 一 个 无 限 递 隆子 群 列 。 


С A REEE 于 是 ， ЕЗ, чо 下 合 降 链 А, Ч 不 不 же 
ЖЕЖ. 

С ш UG) = о 01-ке 0, 1, 2, 5 = 0, 
Tooo l, 2, =, рї} 是 一 个 无 限 可 交换 群 。 Ну) 
。 ， 任 一 真子 群 ， 则 存在 某 个 最 小 正 整 数 q， 使 得 。 “ме U) 
Е. ллі н | _ n 

ñ о Sa 9 Н. ( і 9 р ) 一 1 о 于 是 对 任 意 Ду я 2 r> e, 有 
3 | 2lxi < Li 2]л! 

Ф | е Dr EH, 否 й", 25 ЯЗ e Є H, 出 p ан; 一 

= 2 2рт- а дт р, | 
а Е pr | CH 于 是 ， 2р л = pa ЄН, FREF A o 
o . f 2 y 2Лї 

р #н=[ 。 于- maa (КИЕ 

э 2л 2ni әл 

ОГ. aef ЕУ ;|= | 2 | ... 

P e. p° 一 e Ln = 

E BUOD Тн МЕЙ, HAUG Жа 


Ир: ШИ 
但 U(p) 却 适合 降 链 条 件 。 Z ШЇ, UONE AERA 
ЕУ] 
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re a 


А 这 里 p 是 固定 的 素 
Ж, = 0, 1, 2, ЖЕ: UG) 的 各 个 真子 群 是 


moa 


. Ta ъ КА .. 
i 


i x. “т 
| -全 人 ` + МЭ. 
КА. `1 


s< 


т " 

w. 

E 

f... . 

t- : 
Ж. 
ү”. 

м 

Ak. 

= 


1- e 

е 

ч 
h 


UDH DH, D DH: De 

HHH 部 是 有 限 循 环 群 。 H CHi: Hisi) нан, | Е 

的 阶 。 HACH: : 1 J=rH, : Н,2СН, : НЛ (H£eH;i,,2 Е 
， 此 不 可 能 ， 因 为 左边 是 一 有 限 整 数 ， 而 右边 却 是 无 限 个 
大 于 1 的 整数 的 乘积 ， 故 U(p) 适 合 降 链条 件 。. 
1. 从 直接 证 明 下 面 的 结果 来 证 明定 理 6: 如 果 b 是 n= g 

p ° 1D2°® 2 * `` Ds esBiBRJ— T 3L EF Wb = b 1D“ bss k. 
MAJ Pi i ко: 
. ИЕ: ФФ = is 
ийй, 24. q 5 ыйахашщ-1, 于是 ` 
# ЖЕ ШЖК», А бә Ass 使 得 入 igi+ лаа ' 2 
À sds = 1(*), Шр = pÀ qi +s +Àsqs = bÀ dı b Aada, psa 2:3 


( 1 = 1 $ 2 y "° Р S ) x * ʻi А5 j , pi * pj» ? A 


bit р (i= 1 ‚ 2+, в) Blb=bib, bs Ы. 73 
的 阶 数 是 pisi ио КЕ 


ныр. (ыч? pi рдп (ъп) Аі 1 | | 
MA Ç * ) 式 可 看 出 入 i 不 可 能 有 bi 的 因数 ， „АИЫ, КЕ; 
SAARD ЖА 868 有 因数 pi ШЕЕ PRELEP а 
ана 1 ， 此 不 可 能 。 于 是 得 bi 的 阶 数 是 piei。 
| 今 利用 它 证 明定 理 6 。 
| Жаб. ИП ЖО дЕп = piepe’ "ае АУЕ, 这 2 
里 pi 是 素数 ， 并 且 i 吉 jj 时 ，pi 守 pj， 则 G 是 piei (i= 1, 2, и" 
"э S) 阶 的 循环 群 的 直接 积 。 


. „а өш н а --2 1 а 
-= | "= TD 1 - x"; 
m aa asss . 
` | к 1 
"т ` ' ` 
- r ` 


ТОМЬ 
. . r : 


-. - - „җа, т, re 中 яа. =. Ё- B k Н ' om 
реч, TAT ЧИ T E E л РА, pe аА АтУ 
ЕО q 7 U AC e Su АНЫН ç U t WLED S= i, : 

- | "2 А i 7 ra 
т! 


ÜE: 令 Gi 是 G 中 也 为 pi теш TRER 1 所 成 的 子 群 ， 显 
然 Gi 是 piei 阶 循环 群 。 
对 VgE С, Шеп ИЕ, 故 g = gig2…gs， 其 中 g; 是 


piei 阶 元 素 ，…giE Gi， 于 是 G= G1G2*Gs 


HEGN Cri-iGi+i Gs = 1 ( 1 = 1, 2, ns) 
设 YzE Gi GGi-1Giri…*Gs， 即 z 是 pisi 阶 元素 ， 


同时 又 是 di= e MER. M (Pii G) = 1, AA Ж 


| an eiL о. 
整数 入 ‚н IA Di + qi= 1 „уа = 24Р! Ы uqdi 
pei 3 x | 

1 


G=HxR, ЖН) ЕЕ, REIR A Eto 
W: 设 G= Са2, а 的 阶 数 是 9。 由 (8s,t) = 1， 故 存在 
整数 b， КА {ий + уз = 1, «Ба = anttv8= (atyu „» (asyv 
АН = а, В = Сах), ДН, ВУ в, 阶 循环 群 。 
故 (1)G= HR О 
VbEHNR, ШЫЄ Cat), ,b=ath 
又 bE Cas), s b= ask, Bath = ak, FẸ th=sk(modn) 
Bth -k= mn = mst， 于 是 th=s (mt + k) H 


(в, t)= 1, 


得 s | h,， 记 h= shi， 于 是 b=ath=atsh, =anh, = 1 故 

(2)HNR= 1 | | 

PtDUG= H xR x 

З. WRG n= pieipsez…pbases 阶 有 限 交 换 群 ， 这 里 pi 
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) À (291 ) PP- 1.1 = 1 FEG=G, XG, Х.х ` 


2. 如 果 G 是 n= зї ДЖЫЙ, ХШ (ву) = 1 。 求 证 ，. 


` ` 

` ` ЧИ 
СОК" 
Ма a жшлш. „л 


+ 


F... w. `. = be 


абя, 


是 不 同 的 素数 。 Е 
ЖЕ: G= G, x (x, X. х (s, , XHG: 是 一 个 子 群 ， 它 | Е 


HJ ЖЖ A Dili] iF o Кл | А 


| 证 ; бї= í x | x€ G: x Pi =1} 
(1= L, 2, ө, s) | | 


则 Gi 是 G 的 子 Et, ʻa bE Gi, 8 ar? = 1, pPi = 1 i E 


= 1 , АА ab€ Gis a`!E Gi 
其 次 证 G= G, x G, X + X Gs 


(1 ) 由 于 6 是 交换 科 ， 让 Gt 任意 元 与 G1 中 任意 元 可 交 


“pi 是 不 同 的 素数 ， qi= pis (i= 1, з, +, s Š 
ШЧ, Azs ©» qs 的 最 大公 因数 是 1 ,因此 有 整数 和 19 : 


A os э, А ә 1Q1 + À 29: +. + À sda = 1 . 


对 VEE G, к=р À :!Ч + + À sds g A qi g À ›Ч› i 


y À sds 
mg’ Чї ypt. Am. (рту Аі ,pi 
ЄС: (і= 1, 2, +, s) | 
即 G 中 任 一 元 g = Eige Es gi€ Gis яр, = ҮЛ 


(2 )G 中 每 一 元 有 且 仅 有 一 种 广 ERRUN Ee BE `". 


~ 


H 


Реа 


ELE FN 


-> -cr 
" КЫ: 
. оош 
. ra 7. 
' = x 
- ` 


=. РА asa ана 
т-н 7 “ч I. N г“! { Сл i 
+: a “ч ы Pe ET P: PE: 17 - ГК =. КИ | ` 

та Wa DS WEN АТИ 
F ` -ihe з; a a: ка S ГЪ, Жолто" UE т. ` .. `: Е ' 

y aa B. T ` 1 ` . КЕ КА А . : 

КЧ Гу г ' r i. 

- 1 + = а А 


нез үл 

ОБЬ a 

ЕРЕ F `. 
к n 


"h .: 


ТЕКЕ? % 
эү жт 4 
+ 


лч 


目 要 求 


HKH, Agg: gs= 1, Є:Є Gi 


еі . | 
МЫШ = 1, 0:0 1 (ij) 


PEZA Ө {Чә gels= 1qi= 1, Bgidi= 1 ` 
[B (аз, pisi) = 1， 故 有 整数 0，v 存 在 , tudi + vpi 


| | | | ei 

于 是 gi=giu i gi Pi = (к yu (ө! ә)“. 
1*1=1(ї{=1, 2, е, £) 

ЖЯ Т. С= С, XG, х... X Gs 


у 题 58 
1, 如 果 是 一 个 正规 自 同 态 ， 求 证 ， 的 形状 是 a1 = 


еба, n)a, XE с(а, п) 是 与 G1 的 各 元 素 可 交换 的 一 个 


元 素 ， 并 且 c(ab， n) = с(а, п)Сае(ъ, n)a“, 
Ж. >л @ёСнў—Л ЕҢ Ж, Нух, аєа, Æ 
(acCx)n =(an)Cx,  (х-!ах)ул = x-!(an)x 
еба, n)=(an)a-', ЗЕЛ еба, n) 38 ав 


显然 有 am = (an )а-! .а=с(а, n)a, H 
(1) ух пЄСт, #e(a,m)(x n)= (хт) са, 


on) 


теба, п) (хт) = (ап)а-!(х п)= (an)a-1(x n) 
a*a = (ат ) Са-! (х n )аја-! = (ап )С(а-! 
ха) п Ја-! = (ат) (ат) -! (хт) (ат )а-! 
= (х п) (ап )а-' = (х n)e(a, п) 


j НЕГ а : г 
Жү сз ШУЫ 
` КИЫР А а ж, 1 k š 


he ааа лы. F | 
EPP авыртса ТУКЕ СО 
аке ez pn Ñ "9 ЕСИ : 

: Fet 


д 
Г, 


©(а, )[ac(b 1 )a =e(a, п)е(,. ")=c(b, n) 
( 


.Í T -L.I . má. `. М 
" ТУ ri А А А . . 
. А КА А : 
сша" „т - . 
ЕЯ x, . ‚` ба 
КА Ле А x; ` '. r 


Bela, 1) = 1 лат =a, 即 ? 是 G 的 恒 等 映照 


同 构 ， 并 求证 : € {+ = j= e j+ E jo 


(2)clab, п) = е(а, n)Cace(b, n)a-!J 

(ар) п = с(ар, п ) (ар), clab, n ) = (ар) 1 

(ару! = (ар) пъ-'а-! = (ат) (Ыт Ьа 
= (ал )а-! e alb )р!а-! = с(а, т )Сас(Ь, 1)ат!) | т 
2. 如 果 心 C= 1 ， 或 者 换 位 子 群 G(1) = G (Saami | 
第 8 题 定义 ) ， 求 证 ， 恒 等 映照 是 G 的 叭 一 正规 自 同 构 。 5 

证 1) C= 1 时 ， 设 1 是 G 的 正规 自 同 构 ， 当然 是 G 
的 正规 自 同 态 ， 依 上 题 有 Va€ б: an =с(а, n)a, XH ` . 
бат =G ela ©)ЄС, 因 C= 1, Bpe(a, 1)= 1, 得 
an =а, Wn 是 G 的 恒 等 映照。 x 3 
2 ) ЗС) = GRF, т 是 G 的 正规 自 同 构 ， ШС тп =G, 4 
对 Va€ G, cla, n ) 与 G 中 任 一 元 可 交换 ， 故 c(ab; n= | ЕЁ 


а, %) 
对 3 中 任意 元 a， 由 SGCD =G, 必 存 在 hb JE б, , Mas | 
bjb-:d-1 | 
Н 8 1 атп = еба, туа | | к л 
Hel, 1) =c(bdb-'d-', п) =е(, п) с, п) 2 
с(7*, n )е(а-:, т )=ce(bb-idd-!, u ) = c(i, тп) 
“1nm=l1=e(1, п) 1 леб1,ч)= 1 ° ` Е. 


ela, = 
vo Fiat ,. o 
1 ti T 


8.621 si е, sa 是 一 个 直接 分 解 的 HE. Ж 7 
l l "irp R, RIE: 8 it € ipte + u mO Ше 


3 


证 ; Ие, Eas е, € n 是 直接 积 G= Суха, Xx I 
G JES, WREX, 对 G 由 任意 元 x = x, ХХ, | 


X:;C€C Gi 有 Xei= Xi(i=1, 2, +, n) 
(1)sit+sis+…+bir 是 G 的 一 个 目 同 态 。 
VXEG, X=X.,X Xn х{Є Ө; 

X(giif iste + £ir)=(X£8i)(X €i" 

(X € ir )= x il Xiz Xir€ G 

` 又 YyEG，y=yliya…yn yiEGi ` 

j (ху) (еї теі te + £ ir )= ye (ху) 
e is]…C(Xy)eir]=(Kilyil)(XKisyis)》… 
(Xiryir)=(XilXis…Xir)(yilyiz…yir) 
=X(8€&it €i teet &ir)ylEirtEei t. 
"+ Бү) 

v m€ M 

(хт) (еі +еј teet Ер) = (Xim) (Xism)... 
(Xirm)= (Xi Xiz” Xir )m 

= =X(git eist+ Е ір) 

(2)ei+ej=ej+ei 


т" созы. ыс жет жат ЧЛ", “ т МЕ 
ч RET ay и рыт", w. б `. . Се? 
+, 1% ў 4 т A. в. ' за ， . 
ж умт i ， 
м7, =, 
z ` ' 


“XxX(8i+ej)=(X£ei)XX8j)= хіху=хухі 
=(X є})(х £g;)= X(8 ;+ £ i) 


2 题 59 


d = LAGÆSI'RI’, Hen 是 一 个 正规 自 同 态 。 
”是 第 一 个 整数 能 使 Gn r= Спх+!, Hes 有 人 
Ж Б 这 里 Zi 是 mi 的 核 。 求 证 ，r= 
; ， 根 据 费 廷 《Fitting ) 引 理 。 SH GAH, R= Zs» 
ure. RxH, BHn =H, 


160 


5 Ш r=s, 对 VxXEG, # х=хүх,, X GR, x, 


€ H 


Rx r= бола л®ЄН, 又 因为 Hn =H, Ra 
CR. 

(хіп) = (хп) (x, пт) - ЄН, х, nr€ R, RN 
= 工 得 
Ximz= 1, Т Т Xi 也 оа В 


КСЕ | 中 所 有 元 。 


只 有 一 种 分 解 。 


a... мг”, HEB 
ч ысы ваа А 
- 
Pa то! . 
= . + 


FTEHE—x ER, бх, nr= 1, рв 

Xx пз= (x, ns) (x, ns) = 1 * (х, 18). =х, N8 
ЄН | | С 
СТЕН = GnTnr, rs 和 SS， 于 是 得 8 = r。 


3 题 60 


在 下 面 各 题 里 假定 不 变 M 一 子 群 的 两 个 链条 件 都 成 立 。 
1, 如 果 G 的 心 = 工 ， 或 者 G= G(0)， 求 证 ，G 只 有 一 种 
分 解 成 不 可 分 解 群 的 直接 积 。 | О 
还， 设 G 有 两 种 分 解 成 不 可 分 解 群 的 直接 积 。 
G = G, X Ga Хх © X Gs 
_G=HixH xxHe | | 
则 根据 区 xull_Sehmidt 定 理 知 有 s=t， 并 且 把 Hi 的 次 _. 
序 适 当 排 列 后 ， 有 G 的 一 个 正规 B ИТЕ, Сір = H, , 
(i= 1, 2，…，8)。 
”由 习题 58 第 2 题 知 ， 此 时 G 的 正规 自 А] ЖУ 只 Баз С 
Е, = 2, 于 是 Gi=Hi(i=1， 2，… 8S)。 所 以 G Е 


= . a. 

Í 
- А ` = 
сору 

a .. N ыза 
` . НАЕ 

a 
- ， че н 

`. ©. ' 7 “ч 

| БАЕ =, 

Ы Ы Ы T ль z 
£ `: З 


= 


| 2, Е,, Бахт, ЕТ а НС 分 解 为 不 
可 分 解 群 的 两 种 直接 分 解 所 决定 的 射影 。 如 果 适 当地 选取 " 
的 次 序 ， 求 证 ， 必 有 一 个 正规 自 同 构 p 存 在, 使 ;= p Ep 
(i= 1, 2, ++, 5) _ 
证 ， 设 G= GX Gr X X Gs (1) 
G=H,x H, x- x Hs (29) 
是 G 分 解 为 不 可 分 解 群 的 两 种 直接 分 解 ， 由 克 和 鲁 尔 一 叔 密 特 
定理 知 将 Hi 的 次 序 适当 编排 后 ， 则 有 一 个 正规 自 同 构 k 存 在 


Ci \ 
又 设 ( 1) 和 ( 2 ) 所 对 应 的 射影 分 别 为 51,，,，…，Es 及 
ns 则 对 任意 xEG， 有 ` | 
| х=хүхә Xg XiE H:, i= 1, 2, е, 8 
‚ "Харш (х.х, ех) Ер 
=(X M lX, B te xau! Eip = (хш н 
=Xi= XT i | 
Bj ni=u 1ËEu(i= 1, 2, +, 5) | | 
3 ,如 果 群 G 的 不 可 分 解 的 因子 是 同 构 的 ， 则 G 叫 做 齐 次 
群 。 如 果 射 影 : 使 Ge 是 不 可 分 解 群 。 则 这 s 叫 做 原 射影 。 令 
”8 及 s' 是 齐 次 群 的 原 射影 ， 求 证 ， 必 有 一 个 正规 M 一 自 同 构 
UIE, We =p lepa _ | | 
证 :因为 G 是 齐 次 群 ， 由 原 射 影 : 及 s’ 所 决定 的 不 可 分 
解 群 Ge 与 Gs' 互相 同 构 。 故 有 一 个 正规 M 一 自 同 构 hn 存 在 ， 
使 Ge h=Ge'。 依 上 题 知 ， 此 时 有 =56-!e hk。 | 
62 


使 Gik=Hi(Ci= 1 ‚ 2, s 8)„..ЖХЄН; pij xu" € I u s 


3 E p | N" 
令 G 是 一 个 交换 群 ， 没 有 无 限 价 的 元 素 ， 对 于 每 个 案 


Жр р, орва еол 的 子 集合 бә Ж 


с Е: _Gp 是 G 的 一 个 子 群 ， 并 且 G = ж бр 
р 


p” ШО 
证 ， Va, b€ Gp, Жа? = i, b P = і. 
Ж = тах (n, ш), | 


Il 

Q 

з 
€ 
> ' 
х7 


则 有 (ab) P 


О h к 27 
又 (a l) Р =(aP ) 1. =1,ла lc ор, 二 是 Gp 229 


是 G 的 子 群 
其 次 ， 对 任 一 gE G, 没 e 的 阶 数 是 1 Фе руе!ру өз. 


paea, 其 中 Di 是 素数 ， 且 izj 时 pispj， 则 gE Gp Gp: бро. 


依 无 限 直 接 积 的 定义 ， 即 得 G= 1 бр» 
р 


2. 如 果 前 题 里 所 考究 的 群 G 是 一 个 环 的 加 IEE, RE Ж | 
Gp 是 理想 ， 所 以 环 G 是 直接 和 也 @Gp。 并 且 Sprat, 


p 
GpGq= 0 
证 ， “Gp= (a айин, a € G, p 为 素数 } 


“Va, b€ G, Xp“ а= 0, pf b= 0 
йр а + В (a-b) = ра+В p ре += 


рб (р®а) -p “(phb)= 0 


对 VgEG， 有 p”(ag) = (p”a)g=0 册 此 知 a~ big ом 


=l, CabEGp。 БЕ 


- ` -+ I: ， Ы А 
` . Ыы u 
u u ` ` + . ` . ЫН . . . А ' Ы . 
. ` ` . ` ` . ` ` `. . о. К 1 А ` ' - 
a = -. А Ta hji . ' 4 . `. М ` . . кы. i . . ee 17. . ` НЕ "x : ` .. L о. 

. ' ` А ñ .. ` - Р а" Ы ЫГЫ Н u . . . . ` + Ы ` .. Б `. 加 ' . 

А а "мам = sa... КРГЕ 网 下 和 И ж. . эы. a N А _ ЕЕ . . . КЕ P. 08. - ИШЕ Le . ç. Сї л. 2. + ; . . | , r А raD T, J О. ， ` 
_— 人 _ А =: ` . ; . ' -. А ` . ci I ` — ое - . EE ... о. Lo се... Spe S а н ` 
— — Ж =- Pe" OAG SENT - ， . 4. ИЕ ша Коза А a za А ЖҮ “л, Popre] Е Саз PES oi ит UE О и | `, 

| акы ü ч А а + : ` m зз. с.с +, y a ` ДЫ АЛДЕ ЖЕ `. 
k 2 ВЫ эман 7 r YIT er ИП „11 W ` ` . БЫ - 
Ш -i i h - н 3 . 
а: КА 


| t 
阶 1 | p< fB авй о [р“, 故 1= рк, п= р. 
Ша-—ЪЄ Ср, ag€ Gp， 相 仿 可 证 ga€ Ср ~ 
Ср СВЕЛА, ШС = Z@ Gp Б 
р Б o 
HR, #p=q, x€ Срба | | ` 


Дх = ab, аЄ Gp, b€ Go, лр" a = а Въ= 0 
р°х=р° (ab) = (рса) ъ= 0, qbx=ab (ар) = 
а (qf b) = 0 


若 x 的 阶 是 1， 则 i |р“, iJa, Fp = p 
(OKKA, 0<u<q8B у ХУ (р, Ф = 1, "r=u=0, 
即 1= 1, “x= 0, брот, (ржа) | Y 


3. 令 G 是 一 个 M 一 群 ， 并 令 {“a раст REM—F 
РАУ, ENR = 1 RE: G 同 构 于 群 Ga =G/Ra 


的 一 个 子 直接 和 。 


[证 法 一 3 命 v_ 是 G 到 G = G/R，。 上 的 自然 一 同 态 。 
B ATG, 是 群 G 的 一 个 子 直接 和 ， 记 为 G' = 元 G 


今 证 G 尘 G’。 I 
YgEG, ФМ еә про, Ж е =gv。， 是 G 到 

G’ 上 的 映照 ， 且 g，h€ G | | 
gh— ( gh) ,= Tp h Ú; (gh), = (gh)v , О ` 


а 
= (ру, ) (hv) a a P 


G 
T = | . = | 
mE M, gm-> a (gm) р = TE mY (gm)v a Va 
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r 
бушу. `. . 
РРЛ i ` ` 
Wa MA те _ ` 
тга `... Á 


i msg. m 
所 以 映照 g-> те ,是 G 到 Gy 上 的 M-- 同 态 。 | | 
今 求 其 同 态 核 ， 由 tg = 1， 即 对 所 有 a :gw =1, 


于 是 ， 对 所 有 о, PC R д? НА ЕПК, = 1, 得 出 - / 74 


ао 多 = 1, ШЕЕ 1, ЭТИСЕ С” 


{证 二 ) 作 G 到 元 Gu 内 的 映射 7 :aA(a )=aRa 


( ABACO ) 闫 际 上 是 o 的 函数 ) 


харт =P(a)= Cab R Ó ‚= (aR; (bB )= | 


А(а )В(а) = (ап) Ьл) 
1а) 爱 射 。 @ MEEDA 
X “nT?C1’ = ПК, “1 是 辐 构 映射 。 


Е бз або 6ана | 
即 G 同 构 于 群 Ga = G/G a 的 一 个 子 直接 积 G 1。 


第 六 章 模 及 理想 


.如 果 T 是 入 的 一 个 左 理想 ， SIMER 有 限 和 和 bid ү? 


каз, 这 里 bi€ 1，xE M。 求 证 IM 是 M 的 一 个 子 模 。 


【证 明 ] 首先 设 pEIM 及 qE1IM。 即 b= Хыхь, 4= 


‚ЖУО 到 Ga 内 的 映射 8 h>ht a), LAB 
| Себа | 


r Оо 
k ` ШЕ 4 „2? 
. ` М ` . 5 
. * - - : ` ` nm Е їкї 
| | š В О | a 
: 可 Е 62 ие у 
` . , - А и _ ы `. ' 
. ` . 1 ， М ж. 7 айй =. ` ` 
' ` 7 r - ЕЕ С, . " 


< +. Сол ООА, © ШЕ; x", r. ЕЕ . 
б о ‚С АТ ooa =. Е Иш ` Toroka T 7 ON т" Fai ” оз ММ 
-n "a - ` о.о: КИН x. ， - © .... ы ` ` б. Clo - L+. - -= r. Sa - 
mor 7 " m чй T Р WK ан а ри ә С - f : э» Toa Юз `. r ` СҮ", ы ' ` ` Ё LO боз, e ` a л. ү от? 7 б. ыма KTG 
PR d LA E Bu ` : Соз. ' K. . А Чу Я 机 -> т. ж # > ОЛУ. + Е Мм... r N ы аў . 2. ? ЕТА а Е һы А i 5. 1: р + 
P -T PH FOF =a p БАЛИ Т TE ` ` тз таа. J uN d „ү а © аы 
албы: Кү 


* `." . 
. n £ ' 
7 2.0% J taa Š | ы ` ` Ал 
| а APE АЙЛУ КАЛЫ 
мы. ds Мы Ёш кылы; 


. r'—— +, т: ый Ы L! НЯ 
КЕ `... aa U te +з ч. 
r 2. ee БШ ЛЫНЫН ñ 
: 9 абс Дд . 
' | | r 


уху, Жү, ыеп, хе M, 
Wip- а= Èbixi- Zbjxj= Ebixi+ Z (-bj)žj = Zbzx 
C TIM 玫 1M 是 M 的 子 群 。 | 
其 次 设 MEA, р= Xb:xi € IM, Шар =a X bixi = 
5 (арі)хі= Zb іхіЄІМ (n ЖАН ЕН, ..ЖаЄА, 
bi€ I 则 abi= bi € 1) 因此 由 定义 可 知 IM 是 M 的 一 个 子 模 。 
2 。 如 果 ! 是 A 的 一 个 右 理想 ， 求 证 ， 对 于 I 里 所 有 b 能 
使 by = 0 的 元 素 y(€ M) 的 全 体 是 一 个 子 模 。 О 


by= 0} | 

Жу, y, €N, 即 对 任意 的 bE Му; = 0, by, = 0. 
于 是 b(y1 - уз) = by, — by = 0 yi = y| € N. 即 N 是 M 的 子 
群 。 

| 其 次 对 任意 的 a€ A, yC N 可 证 ay€ N。 事 实 上， 对 于 


” ”任意 的 bE N。 因 为 I 是 A 的 右 理 想 ， 所 以 ba€ I。 因 此 b(ay) 


= (ba)y= 0。 所 以 ayE N, 由 定义 即 知 N 是 M 的 子 模 。 


3 。 令 A 是 带 便 等 元 素 1 的 环 。 求证, 任 一 个 A 一 模 可 О. 


有 一 个 表示 MM= 1 MON, 这 里 1 M 是 元 素 1 x 的 子 模 ， 而 N 
是 被 A 里 每 个 所 零 化 的 元 素 构 成 的 子 模 。 — 
[证 明 ] 首先 对 于 任意 的 gE M, p= g+ g ,显然 1g 


EIM. 且 有 g’ EN, 这 是 因为 对 任意 的 EC A, ag=alig Е 


© +g )=(a* 1)g+ag'=ag+ ag’ ЙРЙ ав' = 0。 因 而 g 


EN 于 是 M= 1M+N, 


ЯЖ, 显然 M 中 元 素 0 的 此 种 表示 法 是 唯一 的 。 事实 上 - 
由 0= 1 "0 +g = 0 +g g = 0, FE 0= 0+0, 


故 M = 1 M+ NÆM. М= 1 NGON, 
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[ 证明] ， 首 先 记 N= {у | y6 м, 且 对 任意 的 bE тя АШНЫ: 


而 1 M 和 N 是 子 模 是 显然 的 。 
(6): (8), (6) : (15), (8)+(9) 


是 什么 ? 


5。 证明， 关于 商 的 下 面 法 则 ; 
(а) ПЭМ, 22№,, ШМ, : N, = A | | 


‚ (ӨМ,: ЕМ : (Ni+N, ) | 
[证明 2 (а) Ё) N EMRAT, ЭШНЕ A 


有 eN:EN:， 因 而 :NGN，。 w ! ‚= A。 5 

NEE (М. ПМ, N ПМ): СА, ап Е. 
и NNk, 因 Ке, алча №, : N, E 

=- cEN: : N, е, CENK: Е | БИЛЛ: 


所 以 cE М, : NAN NN- NNk : 
”相反 的 过 程 也 成 立 ， 所 CN N, N- Аму : N 
=N NANN: NANN: NAN., | 


(CEN i Nas McN, CN ， AXN EK, 所 以 ”“ 
с№, +çcN CN 26 N. : (Nit Na), КОМ: N =N. БО] 


| (М,+М,) 


反之 , REN (N +N), MECN, ENDEN., Í h 
以 SN ENi， 即 EN : Ni, FN, : NN, : (Nt 4 


N), | | О С" 
_ TÆN, : N a =N, $ СМ, +N, ) 


ek.. 


` 
Ы . 
W: 
. ЕСИ 
T ғ : w Е 
. . ñ : . e 
` w LK ЛИ КОШИ 
7 ГИА © . _ Же 
Ыы Б Ы ` . ' П Ы 
си с ООН. 
Н . ‚сс С. SE 
. : ` Fn 
， ` © A 
е 


(8):(9)=1( к ) һе 


(PN IN, MN: RN : N=N, ПМ» + NAN I A 
` Nk : N, | са 


6, ЖЕМ, MJN, N =0: (CN: -Ni) 
[证 明 ) 注意 到 这 里 N, ~ Шен 053, -Ni 中 
的 零 元 。 首 先 设 cE€ 0 : (N, - №, WHER n EN В 
sSFe( n. №, )CN,, ЫМ. +М,) CN, cN, +cN, | 
.EN 于 是 cNy EN, ЄМ, : No 
反之 ， IRCEN, :N:， 则 cN EN c(N +N EN, 
即 cE 0 : (N, -Ni)。 因此 Ni:N=0:(N: =N), 
| 7 。 如 条 A 是 带 恒 等 元 素 环 ， 求 证 : 1: АЖ S fE Z EB 
想 I 里 的 A 的 最 大 双 侧 理想 。 | | „УА 
[证 明 ) 先 证 1 : A 是 A 的 双 侧 理想 。 设 xyEIrA, Ш 4 2 
ХАСТ, yAGI, 故 ( x~y)A= xA-yACS L 从 而 x-y +>. 
ЄІ:А, Х, ЖаЄ A 则 有 axACalCl。 所 以 axE1: A, X. 
ШхаАсхАСТ хаЄ1: A, FÆL: AÑA RI RM E 
想 。 
次 证 1: ACI. #хЄ1: А, 则 xAELI 但 A 中 有 恒 等 
元 素 *， 使 xe = x, 所 以 Xx= xeE L +Z ACI, 
RAWL: A 是 最 大 双 侧 理想 。 Е 
О ШІ: A 不 是 I 里 A 的 最 大 双 侧 理想 。 则 另 有 一 个 A 的 双 | ` 
г ШАЛКЕ, ШЕСИ: ACR CRA) 故 必 有 元 素 ` - 


E^. FER 而 rEI: A。 因 为 r€ R, 所 以 rACRECI 于 是 r€1: A | 
与 关于 r 的 条 件 矛 盾 ， 故 所 设 的 有 不 存在 ， 从 而 II: AJIRA . 
加 的 最 大 双 侧 理想 。 С ж 
4 习 题 63 | 
ОУ 而 有 一 个 元 素 e 存 在 使 xe==x(mod1》 

”对 于 A 时 所 有 x 成 立 ， 则 工 叫做 正 侧 左 理 想 。 如 果 M 是 一 г. 
8 168 | | | га 
д . 


AARM, RE: MSA- XE meitan 
„жш. 


于 是 有 元 素 XE М, 使 MI 中 任意 元 都 可 甫 为 a ч a€ А, О 
| 今 考察 同 态 喘 射 6 : азах, АНАНДАЙ ЖА — ' 
оне 5 模 M 上 的 A 一 同 态 。 将 6 的 核 { a | nx = 0,2€ A} jg AL a 

от ВЕ АЮ ЕН, 也 可 视 为 左 A 子 模 。 于 是 M А-1, 


-下面 证 明 I 是 正则 左 理 想 。 因 为 6 是 A 到 M 上 的 A- 同 态 


特别 x 也 有 原 象 - 使 6:e->sx= x， 故 xX-ex=.0。 因 此 对 к 
任意 的 : Є А, а(х — ax) = = ах 一 gG£€xX = (4 一 as) x= 0, 所 以 E E 
 a-ac€ 3, Вах PA ai, | 


2。 如 采 琨 正则 的 ， 求 证 I 二 1 : | 


(HE JEL: А, MIAGE 加 为 十 正则 理想 ， 故 
Ос 有 eE А. {18 хез х(тоаї), пае x€ L, ХйхАСІ, i 
i Woe EIA EL 于 是 I2T: | 
”8。 令 M 是 一 个 单纯 人 一 模 ， iz, 或 者 AM= 0, 这 oa 
”时 M 是 有 限 模 ， 所 含 元 素 的 个 数 是 素数 ， 或 者 M 是 一 个 单 式 
循环 模 ， 以 非 零 元 素 为 生成 元 。 求 证 它 的 逆 定 理 ， 如 果 这 两 “ 


个 条 件 中 有 一 个 成 立 ， 则 M 是 单纯 模 。、 


[证明 2 由 M 是 单纯 人 一 B, MAME МА, 所 


以 只 有 两 种 情况 : 


或 者 AM= 0， 此 时 对 M 的 任意 子 模 N， 都 有 AN-= O - 
因而 都 是 人 一 子 模 。 因 为 M 是 单 绝 人 一 模 ， 故 MM 是 TRMA | 


群 。 因 此 M 必 是 素数 阶 的 循环 群 。 


或 者 AM= М. НЕМАЊА ЕМФ ха ` ' 
0; 则 由 x 生成 的 A 一 ТАМ 0， 故 必 有 N=M。 因 此 M 可 


16 š i 
- ja r 一 r - А x 
* А 
$ E т А * 

. r= 
=n. ' 


Bth x AREARE. TA, M 中 任 一 个 非 零 元 素 均 可 作 


为 生成 元 。 
逆 定 理 证 明 ЯП F: 


对 第 一 种 情况 ， 由 AM= 0， 可 知 M 没 有 真子 模 , KM _ 


是 单纯 人 一 模 ， 对 第 二 种 情况 ， 因 为 M 是 单 式 循环 模 ， 设 NN 


是 M 的 非 零 A 一 子 模 ， 则 N 中 有 非 零 生成 元 素 x， 但 由 此 x 生 _ 
成 的 A 一 子 模 就 应 该 是 M， 故 M= N， 这 样 M 是 单纯 人 一 模 。 


J 题 64 


татал вно, RE, RAS MAFAIA - ; 
式 模 的 假定 是 多 余 的 。 即 如 果 人 是 一 个 环 ， 适 合 关于 左 理想 ` 


的 升 链 条 件 ， 下 任 一 个 有 限 全 成 的 人 模 划 适合 关于 子 模 的 天 
链条 件 。 | 
(Ж ] X i, X), +, x 是 M 的 生成 元 的 一 个 固定 集合 ， 


”NN 是 M 的 任 一 个 子 模 。 则 N 的 每 一 个 元 素 可 表示 成 &1xi + 


arxrtmriixit+ +m;rXr。 其 中 ai€ А, (1=1,2,—, 
5 r)mr+i€ 1 ( 823) {= 1 9 А, 5 Po: 


| А bixi + Dir ух», +++ руху + Dr+iXi tee + p .rxr € N 


记 这 种 b 的 全 体 为 jj(N).(j= 1,21. r r+ 1, c, .2r)， 


O BAUMA ISKAERA NDER r+ 1<j < ` 
L RREK АНИ, ЗЕН УМ, РАМ TEB 


T OTEPPE, BODELIO). (= 1,2,-. 9 TP*1, 2r), 
с RMSE LRE: ММСР, НХ), GO) = L (P), 


则 可 推 得 N = P, 由 于 整数 环 是 主 理想 整 区 ， 所 以 适合 关于 


ne 
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. ч . АА 
` . —. “m= m. Tk, asb. 


ч 
доза А `. . - *. T т 
КОШИ . А „зз, E 
人 
=. ТА Яр РЕ E EE" „оар 


个 链 可 得 2 rt 个 左 理想 链 。 C 
ЇЗ (М C 09) Сөз Cj= 1,2,6 r rl, 927) 

由 于 升 链条 件 在 A 与 里 成 立 ， 则 对 每 个 j В 可 得 一 个 整数 Bs 
EUND = 0) GE 1, 2-4,0) C ` 
ЯХ: = max (` ls 25 t lar), HI; CN.) = = aj Nis 1) == E 

«де 1,300,209. ЖИЗА, ЗП Ni= Nit Е 


з, плевел, Э.А яна 
生成 的 。 М 
求证 ; 环 A 上 > 的 等 级 数 环 A о | (参看 习题 39 的 第 1 ， 
题 ) 里 各 个 左 理想 是 有 限 生 成 的 。 ШЕ 

[证 明 ) 因为 A 可 视 为 单 式 A 一 а, нии, 
,. 也 即 每 一 个 A 一 子 模 是 有 限 生成 的 。 ажи ЖАШ) 
合 关于 子 模 的 升 链条 和 件 。 
ос 设 F 是 A xy 的 任 一 左 理想 ， D(B) 是 满足 bu + bix+D 

5 x? +: ‘+ bxi+ ох3*! + oxit* + o E B 的 A 中 的 元 素 b 的 全 体 Н 

“ ，， 所 组 成 的 集合 。 因 为 B 是 左 理 想 ， 所 以 Hj(B) 也 是 A 的 左 理 
ка | B. НВ). (В) ( 因为 x(bo +b x+. .+bxi+0 
人 +o.) =bx+bixt+. tbx”! EB) H L, DELBES 
КИРА наяв 使 得 1408) = IN (В) =…= 16), Ñ 
为 TB) 是 人 的 左 理想 ,由 是 设 式 B) 是 有 限 生成 的 。 令 Ii(B) = 

| 5 | (bir,biz ,bini ) i= 0, 1,9. N | Е са. 
w ЛОО) =a, tarxt edt bijxi+ orxit! poxitt+..€ o 
© BH € ГАШ. шэй” "ук," Рк) = BEH , B 

”“ ”是 有 限 生成 的 。 用 归纳 法 证 明 如 下 ，. 
| 首先 B 申 形 如 bo + ox + ох! +. ARETE fr Ent 


4 "m. .. Ы H "i r . ` 
一 + ` Ы 
Ч ЗНН a H mg TE, I- + . 
НЫШ аа ГР 


` ... ' ; 
. Е . ' -a ге 
"rr ыша. _ 上 上 -aa жака ыйыы. 出 А 


. “' 
ed a а 


. ыз, 
` ~ - N А А „Ан 
са iON К. 7 а Ий; : ` ` ` 
ama N PT Td a a 21. Lama. М 


тыл T T 
- - т 


= 
М 
+ 


t. 
i 
i 


о. омы. 
i 

' ` T 的 ` 
ree 


Ё. i 


示 ， 这 是 因为 bo + ox + ox: + € B, Б: ДЬ, ET,(B) 贿 b, = 
= No * 

Ж mboisai€ A. 因 此 by + ox + ox? +e = È aifi 

i= 1 i= | | 


其 次 ， 假 设 B 中 形 如 as Жах Жах! +++ arx" + ОХ 
| + … 的 元 素 已 可 由 foiyfoz…ftNON ) 表示 ， 今 证 形 如 bo + - 
bix+ хт! + охин + H (f, Las fRaN) 


表示 。 


Ë 


(i) er + 1 <N. ИШ or+ €E L+ (B) 0+1 F > 


1= 1 . 


Cipr+ ii 则 ( b, +b,x+ +: + ру. 1xrt! + оху? 上 ses ) pa 


Пү+ і Н 

之 cityr+ii=b +b, x +e +b xr+oxXrt1 + oxrt2 + ee N 
i= 1 | 
. Dr+1 


为 之 сїт ЧЄ B, 故 bo +b x+. Б OKTH ne 
i= 1 


€B 由 归纳 法 假设 即 得 bo + bix+… + bersize} +охт'? +. ... 
IA (Í, Í о2*** Éy: WRT | 


F 


nN 

GD #r+ 1 >N, Ep b ЕМВ). = 2 CbNi 
i= 1 

| | P | “ | пу 

由 此 得 (be 十 bix+ +. + Ьу, ух?! нохт 6) х 2 


‚Сн а, +a,’ X + - „ъа xr ОХ? t, 75 Шр +b,x+ + 


5 ' 
b 


+ Dr+ Хг?! + OXr+?,. .可 由 ( fo 19 Ё, ар. 表示 。 
故 B 是 有 限 生成 的 ， 于 是 命题 得 证 。 | 
3 。 令 F 是 含有 q 个 元 素 的 一 个 有 限 域 , 并 令 Z 是 FCx1， 
115. | 


Пг+у > 


=ч 可 


X Xr 里 多 项 式 m (x i x, Xr) 的 理想 ， 它 对 于 了 里 所 有 
si 使 m(s1…sr) = 0 。 求 决定 Z 的 生成 元 素 所 成 的 有 限 集合 
( 证明] 首先 Z 是 F(Xxi…Xzr ) 的 理想 是 显然 的 。 
ЖЬ, жт, (x xe), M (1IX…Xr)ECZ 则 mm (х,, 
хх) 一 ms(xi~-Xr)EZ。 这 是 因为 m，(siysy…sr) — m, 
(S1382 Sr) = 0 对 于 所 有 siE€ 下 成 并 
义 竹 人 XieXr)EBLCXX Xr J HI f (Xi Xr) (XL Xr) 
= MIKCXI…Xr)t(X wxXr)CEZ。 这 是 因为 fs1， Sr)mi (s, 
.. Sr) = 0 对 所 有 siE Ер, 
其 次 ， 由 这 ilbett 基 定 理 的 系 2 可 知 F (ху,х» ху). É | 
每 一 理想 都 是 有 限 生 成 的 ， 故 Z 是 有 限 生成 的 。 一 | 
РА н sq。 则 2Z 的 生成 元 为 


i= 1 | i= 1 1= 1 


q q | 
Tt 《XI 一 Si ) 9 Н (x, ~ Si) 9 П (xr- s81) 


习题 65 

1. WRIA IDRE: (o) 是 I 的 准 素 理想 必须 且 只 须 . 

。 这 里 F 是 一 个 素数 。 Е 

аре ] 充分 性 : 设 q= ре(9% 0, 1) аһа 0 (той(ре)) Е 
b 0 (mod(p°)), ъ= рор,а'... р,05=р,р Жж, 
0< a <е, >O, 2 -方面 由 ab 0 ( mod (p°) ) ж 
‘pe-0, e-a>0, HEGE 、- 
Жу, 15а 0 стей) ) 因此 a 三 0 С mod R (ре) ), | Е 
由 定义 即 知 (be ) 是 准 素 理想 。 E 
\ 必要 性 ， 设 q:# 0, ТЕЖА, ЖҮР Е 


的 直接 推论 知 准 素 理想 的 根 集 是 素 理想 ， 而 I 是 主 理想 环 ， 
HORER (а) ) = (D)。p 是 某 一 个 素数 。 


+*ab= 0 ( mod(q) ) ， Wi (mod ( (9) ) Ша=0 


Стой) ). Хш ат= 0 ( тоа (9) ), ，T 是 某 一 整数 。 得 
pr. 9 = 


spe，c，8 是 整数 , 今 证 S= 1 Rpa, ЖӨ 1 в рај s= руб! 
prt eps ,pi 天 p,s/ 之 1 ,pi 是 素数 且 当 i#j 时 pi * pjo 
”于 是 а=рер,©,. “ps9s， 因 而 应 有 RBR((g)) = (ppp: 


77) 天 (p) 这 与 R( (q) ) = MFE. з= TETO | 


p*。e 是 整数 。 
2 。 如 乐 了 是 一 个 素 理想 ， 并 且 C AC: 是 使 C， Сз = 0 
(rodB) 的 理想 ， 求 证 C1 二 0 (moIB) ЯС, = 0 (modB) 
【证 明 】 Нус, EC, с, ЄС„Нес.,с,ЄС,С,==0. 


(modB), 8 сус,=0 (zmodB ) 。 因 为 B 是 素 理 想 。 故 车 


cy 0 ( modB ) жс, = 0 ( modB ) С, = 0 
( modË ) ; 同 理 车 c, 半 0 (modE ) йет 0 (modB ) 
因而 Cs 三 0 《 modB > , | 
l. 3 。 求 证 : R (B. ПВ, ) = К(В,) ПЕ(В,) 
| СЕВ 2 хЄВ(В, ПВ,) # Е $£ Жїр, (#х?ЄВ, ПВ, 
z ВХРЄВ,, RxP€B,, @ХЄВ(В,)ҢХЄЕ(В,) АШ 
© XERBDNRB) | 
“з SRZ, 设 yE R(B1) 由 R(B,) 则 yER(B1) 且 yER (B,) 
| 因而 有 正 整数 K 与 1 tëykE B,, уЄВ,, 令 r = max(1,k) 
АУ ECB, ПВ,, WyC R(B, ПВ,) 

#ЖКЕ(В,[В,) = Е(В,) ПЕ(В,) 


ПТА 


лж t E ЧЕ. ©. шз мт. ый, +; — a 
D mr. UT RS. ДА. ‚ү Е т. И ` ` 


4. Жї: В тшв,ж—1 жан рин ДЖ 
R(B)ER(B,). 


【证 明 )】 必 要 性， x€ R(B， ) 则 存在 整数 p të xP B,, 
从 而 xprE B,rCB,, ЖхЄЕ(В,), MURE) CR(B,), 


充分 性 ， 设 XE R(B1)， 则 x€ R (Bs)， MARREN р,4 E 
存在 ， 使 xpEB,，xqaEB，， 因为 R(B;) 关 于 B, ЖЕ), 


= . . H т or 
| a n’ се, эсш kein. s. _ 
сез i ` 
МҮНӨЗҮ Еул. eE ч. . 
са А аи ` 
a pk тош." ` 
Мый 


MFE Rr(B.,)CB,, ХВ.ЕВ, ООЙ Вс 
Rr(B,) C Rr(B, )EB,. 于 是 得 B， БЕ u 


习题 6 | I 
。 求 把 (x?,xy) 号 成 有 限 个 准 素 理 起 的 交 。 


P i; 


САУ ( x° , Xy ) YER CG! ‚ху) ) = 00 . Г 


想 。 又 因为 (xs ху): (у) = GO. (X*,xy) : (у?) = (X) 


所 以 (x: ‚ху) = (х) fl ( (X2,xy) + (у?) ) = xN (х? ‚ху, | 
СУ 因为 (x) 是 素 理想 故 必 为 准 素 理想 .下面 证 明 (x хуу?) 


也 是 准 素 理想 事实 上 xvyEsi0 С mod (х? ‚ху,у э, А, 


| y€ (х*,ху,у*)), {НхЄВ(х? ;Xysy ) 虽 然 XE (x? xxyy) 
但 YE R(x?,xy,y?) 对 于 (x?,xy,y’) 中 其 他 形式 的 元 素 , 定 


义 的 条 件 必 然 满 足 , (х? Ху, у ) 是 准 素 理想 。 | | 
2. ЖИ. 理想 (x?,xy,y Е, ЖН ЖЕ Сх, 


“yj 里 是 可 约 的 。 
2 СЕН) 上 题 已 证 (x ,xy,y2) 是 准 素 理想 。 TERAN Е 
505, И 


因为 (x? XY, y 2) = (x? , Xy, y) П (x, XY y д] 


T Aay y) D(x? Xy), 因 yE (х? ‚ху,у) 而 ye М 
СС 


(х*,ху,у?) 


辐 理 (x,xy,y )DO (x ,XxXy,y ү» x€ (х,ху,у?) Tü x € 


(х?,ху,у?) 
(х? ,ху,у ”是 可 约 的 ， 由 此 可 知 准 素 理想 不 一 定 是 
| 
.求证 费 廷 定理 ， 邻 M 是 一 个 A 一 模 ( A 是 任意 的 ) 
КАЛЫ, 设 有 MM 的 一 个 A 一 自 同 态 9 存在 ， 它 不 是 无 
势 的 ， 也 不 是 对 的 一 个 同 构 ， ДМЧ ИЛ ТЫМ: = ( 0 
(i=1,2), EM, ПМ, = 0 


СТЕ): 1 № = {х|хЄМ; x 0 i= Ü }, 最 然 Ni 是 M 的 О с 


一 个 于 模 。 有 NiCNii。 Ci= 1,20), “对 VXE №, 
#x03= 0, ~ х0і! = (х6) 0 = 0 9 = 0 хЄМ№.,,. 
RN, CN, Go 是 M 的 对 模 的 一 个 升 链 ， 故 存在 一 正 整数 

ОК, 使 Nk = Nk. i = … 

合 Mi= №, НӨ ЕМА в, М, А 0. EM 
=M6k， 因 6 不 是 无 势 的 。 即 000, ЖМ, хо, BA 

M. MBJ— T TiS, НЕМ, ПМ, = 0, “对 任 一 XE€ М, 


ПМ. Wx€E M,, х@к= 0, ХхЄМ,... 1 ТЕУЄ М, 使 x 


=y0k, 于 是 x0k= (уб к) 0 k=y0 k= 0 ЙуЄ М, к= №, 
к 得 x=ygx= 0 


4 。 求 证 费 廷 定理 : 令 M 是 适合 升 链 条 件 的 一 个 A 一 和 寞 


O ЖМИ ЖЕТЕН 0. ШМЕК А 一 自 同 态 的 
:集合 是 A 一 自 同 态 环 & 里 一 个 理想 R。 如 果 a € EE 一 个 左 


| FATF, 则 a € R. 


CHE): ЖЕЖМИ Б А—Ң И ЖИИЁЕ@. Z Ú ЕДЕ 


| 的 理想 。 对 立 4 ws OER, M O; 0 : 仍 是 M 的 一 个 A 一 自 、 
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Tepi 


= 
тэ ^+ 
` ' лайт 


i 
2 RARS 
O, o ` ` 

-下 . A 


aS. НӨ 1 一 9 ЕМИ “01, ;都 是 无 势 
Н). .0 19 0 ,都 不 是 M 的 同 构 ， 10, Ni ( Ü 1) = {х|хЄ 
M. x0,= 0 }, N,(08,)= іх | x€M, x0,= 0). Ë 
们 都 是 M 的 非 零 于 模 。 依 假设 有 Ni(80 DNAN: СӨ) = 0 
任 取 Ni(0 ,) ПМ, (0 ,yiHjE#6y, 8y(0 ,- 0，)= 
y9 -y0,= 0。 即 9，- 9: 不 是 M 的 一 个 同 构 。 于 是 9 ,- 
0 :是 无 势 的 ， 否 则 与 上 题 结论 矛盾 , 即 0 ， 一 0 ER, K 
次 对 中 任 一 元 BB， 及 R 中 任 一 元 6 ， 显 然 B 6 仍 是 M 的 一 


个 A 一 自 同 态 . 因 6 不 是 同 构 ， 故 B 0 也 不 是 同 构 . 于 是 B 98 


是 无 势 的 。 即 B 0 ER。 同 样 地 有 8 B ER， 所 以 R 是 EE 的 一 
个 理想 。 

Ra &€ 玉 是 一 个 左 零 因子 , 邑 存在 0 夺 BEE, а p 
= 0. Шка Еми ХА, 8] 9 Жас, 
а- (а В) = (а-а) В=- В= 0, 5B*0 # Jó. 同上 


面 一 样 ， 此 时 是 无 势 的 。 即 a €R. 


习题 67 
1 。 如 果 了 的 所 有 相伴 素 理想 是 极 大 的 。 求 证，B 分 解 


为 带 有 不 同 相伴 素 理 想 的 准 素 理 想 的 无 浆 交 只 有 一 种 分 解法 


(ЖЫН) 设 B= QinQ:fn…Qs= апа, NeR- 
-pi 是 Qi 的 相伴 素 理 想 ，i= 1，2 

pi /是 Qi 的 相伴 案 理 想 ， i= 1,2. | | о 
BH 3WiwjhF, pispi,pi +p’. 卫 是 准 素 理 Q， Q Q I С 


С реве, шлама, ое M BPS 
АА ААВ — оз 
由 第 一 叭 一 性 定理 可 知 r= s， 且 将 Q; 的 次 序 适当 排列 


171. 


后 ， 可 得 pi= рі ,і= 1,228, | { 
” 今 证 Qi= Ө, і= 1，2…m8s。 因 为 所 有 的 bf，j= 1,2 
…8 都 是 极 大 的 。 所 以 pi 不 包含 了 下 其 余 的 相伴 素 理想 , 即 Qi 
是 也 的 孤立 HES YE AB AA, 9 也 是 B элни 
= pi 。 由 第 二 唯一 性 定理 可 知 Qi= Qi (ї= 1 ，2…s) ,从 
O HEFE W AE EE 题 设 的 条 件 的 分 解法 是 唯一 的 。 
2 ,求证 ， 诺 德 环 迅 理想 的 根 集 是 相伴 素 理 想 的 交 。 
(证明 ] 设 B 是 诺 德 环 里 的 理想 ， 昌 B= Ө. Пе П: П. 


是 了 B 分 解 为 准 素 理 想 的 无 ; 歼 交 的 分 解 式 ， 则 R(QD) ,i = 1,2 


… 了 ?是 B 的 相伴 素 理 想 。 由 木 书 习 题 65 第 .3 题 可 得 R (B)= ` 
R ( °: По, П: П9: > = Е (Q O R(Q,) П: ARQA) 

| 。 求 证 ， 根 集 是 一 个 素 理想 必须 而 且 只 VN ЕВ 
ае 


ЕИ): REEDED. B-ANN па, ER 


分 解 为 淮 素 理 起 的 无 必 交 这 些 准 素 理想 的 相伴 素 理想 互 涉 
相同 。 令 8i= 了 (Qi)(i= 1,2, т) | 
依 上 题 有 R(B) = В, )NR Qa) П-- ПЕ) =р, N 


р, П: Npr EED prs ,pr 中 在 在 有 一 个 极 小 素 理 想 ， 


即 它 不 包含 组 内 其 他 任何 一 个 素 理想 的 素 理想 。 不 妨 记 这 个 
极 小 素 理想 为 p， 亦 即 Q ,是 B 的 一 个 孤立 准 率 理想 。 于 县 
R(B) =P; (р, N pa“ -fl Pr). 


_паптжлынажиа, йзипя—тжишәти 


表示 为 p= АПВ, BA2Əp, Вор, WA 


2 AB==0 (mod A ПВ®з0 (modp) 而 Ажо (тоёр, Ea 
2. ВФ С тодар ) 。 


Уря, ( 习题 65 第 2 题 )， 
178: 


А pr ‚аш э . : Й r . Й ` `. ` À - ` 


ИАКОВ) ЖА, ДЕВ) неу, 

如 果 也 还 有 男 一 个 孤立 准 素 理想 ， 不 妨 设 为 @:, 则 有 (也 ) 
=p Пр, NP: П Npr), 其 中 p DR (В), pRB). 
Нр. flip, %+рі (і= 1,2) 

这 与 RGB) 是 不 可 约 了 矛盾 ， 


反之 ， 荐 B 只 有 一 个 孤立 准 案 理 想 ， 不 妨 设 为 Qi,R(B) 
=p p. 人 … 人 有 pr。 出 Q: 不 是 也 的 孤立 准 素 理想 。 所 以 p: 必 


含有 其 余 某 个 pi， 则 ps 可 从 pi 人 pz 门 … 站 pr 中 去 掉 ，。 
Ep: pz 都 可 从 中 去 掉 ， 得 R(B) = bl。 即 及 (B) 是 
素 理想 . 


Во Ж, 1 ЕВо, ФВ зи ав, 并 令 BoB 


=Qinae:n…naQn 是 准 素 理想 的 无 赣 交 。 求 证 Q; ƏBo 
(j= 1,2,…,n)， 由 此 求证 BoB= Во, " 
CHE]: 显然 BOBCQi (j= 1,2, од). 

3#BCQ;, MBOR. | 


若 B 咎 9j。 则 存在 bEB， 而 bE Өз. 于 是 对 Bw 中 任意 元 Ў 
0, #cb€e Qj、 因 Qij 是 准 素 理想 ， 所 以 cER(Qi) 。 则 BoE ` 
 R(Qj)=pj, H+ В 是 诺 德 环 里 的 理想 。 满足 因子 链条 件 ; ч 


则 存在 正 整数 rz， 使 pirCEQi。 

于 是 (Bo)rCpbjrE Qi. 而 (Bo)r= Во, 

”所 以 Бөс Q; (j= 1,2,+,п)% 

今 证 BuoB = Bo, 
显然 BoBCBo， Вос; (j=1,2,. n) . 

TEBoc Q NQ: П: lQ a= ВоВ, ВоВ = Во, 


4. MRB- 18, H КЕ Ci=1,2,8," ул ü 
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a | 
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š 
А 
-- 
` 
r. : 
v... 
ж 
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О: 
i 
E yr 
чат 
于“ 
z’ 
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s: 
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习 @ 68 
‚ ИЖ ш=-8, НИ и 


с ] 首先 验证 G= (e + B. - 3 |a, 8 都 是 整数 


或 都 是 奇数 的 去 } 是 复数 域 的 子 环 。 Ж, b€ Gila = 
B, 238, b= &, + Pav -8 (а, о, В,, В, 
RETARA ) 。 

№ Ҳа-р= (а, -о,) + (В. - B) -8 EG 


а= (а, + Вуз) (а, + Bay- 28) = (419, 7 


_ 8 В.В) + (а, В, + о. B) -8 а, + Вами 
SFA, В, В.о |, 
B 与 a ;,B :中 一 组 都 是 整数 另 组 都 是 奇数 的 去 ， 直 接 验 证 


г адау B ;或 者 同 是 整数 或 者 同 是 奇数 的 去 。 故 abE G。 


装 次 ,因为 复数 域 满足 :交换 律 和 消去 律 . 且 1+0w=-8 
“EG 是 G 中 的 恒 等 元 案 ， 故 G 是 带 恒 等 元 素 的 可 换 整 区 。 
”最 后 ,定义 8 Сши+п 3 )=п®%+8п° ,对 于 如 上 


” 面 取 定 的 任意 的 a， b€ G (030 ) 


сезона влен ничка, ж 
а-ар. Вур 

ү А 《其 体 方法 先 找 到 满足 条 件 的 Y 后 再 确定 u) | 
“于 是 a= bla’ + B’ V 3)=b(u+v⁄/ 5 Ы u) 


ЕСО 3 Spate 
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те 
ua 
хф 


ол 


С 
УХ 
- ү: 
Е 


. . 
е r 4 с. 
©". ie 


因为 a，b(Cu+vw-3 ) EG 

гер С (а/ш) + (B° -WV .8 ) =а- b(u+v 
V-83 €G 
Нё (r)= 5 (1 58 еба’ -m+(B -Ws 8 J = ó (b) 


((@/-ш)*®+ 8(8/-у)*)< & b) CT 5) = 5 0) 


Š (b) 因 此 G 是 欧 几 里 的 整 区 。 | 
2. 求 证 mm 只 有 五 个 负 值 ， 即 m=- 1, -2, —- 3， 
-7 了 7， 一 11， 使 G 关 于 函数 ò(a)= | N(G) | 成 欧 几 里 得 
整 区 。 | 
证 ，G 关 于 函数 5 (а) = | Ма) | 成 欧 几 里 得 整 区 ， 
即 对 G 中 任意 二 个 数 5， n (пя 0 ) ， 恒 有 二 整数 K 与 和 
存在 ， 使 
b=Kn +A, МА) 1 < М) ` 
它 等 价 于 对 G 中 任意 一 个 数 双 必 有 一 整数 人 存在 ， 使 
| N(E- K) | <1 (ж) © 
1 )# m= 2 或 8 (mod4 )， 取 Ë = r+ sv Im K=x : 
+y, ДС + ) 变 为 对 任意 一 对 有 理 数 r,s， 有 有 理 整 数 x， 
| (r-x) -ms-y) | <1 Е 
若 取 r=s= 去 ， 则 上 式 可 化 а + | m | k<1, Wml £ 
<8. 
故 阁 | m| 之 3， MIR, (Zm, (m< 0 ) 非 欧 几 里 得 整 区 。 
因 对 任何 有 理 数 r,s 恒 有 有 理 整 数 x,y 使 К 
|r-x | <>, |s-y|<+ 
故 对 m= - 1, - 2 时 


б, с, ` 
. . F ， 
- otre a on: + 
* Г sak E EUO. 
im - a s Еф: 0. 
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| (r-x)?-m(s-y)? | <++ |m|+<1 
恒 成 立 ， 所 以 m= - 1, - 2 时 ，G 是 欧 儿 里 得 整 区 。 
2 ) та 1 (mod4 )， 取 | 
| Е=уг+с/ m, K=x+ +y(1 +m) 
故 得 ， | (r—x— typt- m(s— Фу)" | <1 
取 Y=s= 4, M 
х6 T+ w [m| <1, ВИ | та | <15。 


4те 1 (mod 4 ) 时 ， 只 可 能 有 三 个 殉 几 里 得 整 区 即 
m= ~- 38，~ 7，-11。 2, 因为 对 任何 有 “Ж, g ы a 
u 有 理 整 数 xy 使 


| 2s-y| <$, Ir-x-¢yl s+ 

于 是 当 m= - 8, - 7, -ПЊ 
167х- Жу)? ~ т (8- фу) | <+ + т< 
| жыр 

вте 一， - -7 - 11 时 确 是 欧 几 里 得 整 区 。 


第 七 间 格 
у M 69 
1, у) AORTA ssp д 


5 ， 设 循环 群 G= (alan = 1, та жЩ}, ЖЖ 
3 сюй арене, 设 为 BB( 0 之 了 Ba )， 而 关系 


“>” 表示 “ 导 ”( 包含 的 意思 ) ,显然 M E pop N Ж 


А, 
182 


ooi Mea E Ta 
. A 


一 


其 次 : 设 H, 互 ,为 G 的 任意 两 个 子 群 , 即 Hi= (ap 1), 
| ~ = 4 ар“ ФУ, Ша, G ,为 整数 ， 则 或 者 ， а Z= G 29 Солы 
或 «,>@®›‚ WEAH 201, RAH >H, MaE РЕК . 

集 是 一 个 链 。 К 

. 2. 令 s 是 在 区 кп 0 委 x 委 1 上 连续 的 所 有 函数 的 集合 К 
Ад >>, ВИШИТЕ НН, f w> > . 
g(x), RIE: 关系 > 是 3 的 一 个 六 序 关 系 。 a 

Ш. pu 07022, 027, 显然 可 推出 f=g (f 00) o= Е. 

р(х), `б<х 1) К 

р»: Ж 1220, ghn 可 推出 fn | 

f(x) -g(x)220, g(x)- h(x)2 0, 0<x< 1 Е е. 

2. © Лок) = EO) +00) -h(x) = #(х)- поо2 0, К 
к | эктим, лажеллжвават `À 
ш: ”集合 攀 成 的 集合 阶 循环 群 的 子 群 构成 的 集合 ， ss ТВ O 
ү ( 1 ) 以 b: 表 示 含 有 i 个 元 素 的 集合 ， 又 以 p11,b* 踢 。 “ 
КИ ARRA i 个 元 素 的 不 同 集合 显然 Ds 及 bi 只 有 一 人 结 
| z ү, а УДА; RAMAI 的 循环 群 。 显 然 As 只 有 一 个 6 йй 2] 
күл 环 群 。 | - 
О А={а|з%=1}, M= (aty, A= {аз}, 
Ai= {a }={1}， 见 下 页 右 图 ， 


MT 


bk 


-ar pm 


_ ( 8 )8Ss 的 子 群 构 成 的 集合 。 …S, 是 三 次 对 称 群 ， | 

| 记 $s ={(1) (12), (13), (23), (123), (132)} | Кз 
As = { (1), (123), (132) } | | ты, 
x Ж 8 (G), (12) } S = (G), 8 27 
у ={ (. 1 Ds (23) } ‚ 1 = í (1 у } | i К 


- 
тн 
| . 
м. 
Е * К 
` 
` | 
ы I * 
: | t. 
d 
` - 
i - 
... . 
a 
LT | 
+ 
` 
L | _ 
F 


= 
QO 
P= 


上 求证 ， | 
的 》 M 一 子 群 的 集合 都 是 这 个 群 的 子 群 构成 的 格 的 子 格 。 Г 
”证 ， 设 G 是 任意 一 个 群 ， 则 A UB= (A, В}, ШАЙ - 
B 为 子 群 A 与 B 的 共同 部 分 。 a 
”” (1) 车 A,B 是 G 的 不 变 子 群 ， ҮШҮҮ ' Ñ 

vHC АПВ, 即 cE A，cE B 则 对 于 G 中 任 一 元 g， O 
g CpE А, g cgEB 因 而 g” ce€ Af18, X A, важ 
变 子 群 ， 故 AfTB 是 G 的 不 变 子 群 。 

其 次 ，AUB=[A，B] 也 是 G 的 不 变 子 群 КЕТ 

“AUB= (aias…an | ai€ А Ж а В, {=їдөш, n 5 
为 任意 整数 ) | МОКЕ 

iaa: Au E А ÚP, g 是 G 中 任 二 元 。 

“A，B 为 不 变 于 群 ， 所 以 g-'aig€ А, Ж В cra 


„ыо АжаЄВ), PAg agg а, каз !ацщк= glaia, 1 


"aufE€ A. U BJ A васе, 故 任 一 个 群 G 的 … 
不 变 子 群 的 集合 都 是 这 个 洗 G 的 子 群 构成 的 格 的 子 格 。 
《8 ) 设 A，B 是 G 的 M 一 子 群 ， 则 A fiB 也 是 G 的 一 子 ， | 
群 ( “着 a€ А ПВ, BD 对 M 中 任 一 元 m，maE А, шаЄВ i 
MimaC ANB). p | зе 
、 其 次 ， A UB 也 是 MM 一 子 群 。 | 
ТЭТА ОВ Jaar аш, aE ARB, 有 E 
 m(a,as* au) = (та; ) (Ma) (max) Є А UB, # 
中 所 有 M 一 子 群 的 集合 都 是 G 的 子 群 构成 的 格 的 子 格 。 ии 
2, 令 S 表 示 习 题 69 的 第 2 题 里 的 半 序 集合 ， 求 恰当 地 定 ， 


з 
А z Rea 
u ` ` š: 1a 
` r- Ави 
„| - ЭЕ 
' 
Я r эъ. 
r ч Ta 
- N 让 
А к 
F 


义 人 {g 及 f 朋 ge， 并 证 ，8& 对 于 这 些 合成 及 名 台 定 的 半 序 关系 构 
ж-т S 成 一 个 完全 格 吗 ? 

F: 先 定义 志和 站 

тле f(g=g 

(3 ) 若 f 闻 8 则 定义 fUyg=h， hx) 是 这 样 的 连续 函数 ， 
h(xi) =maxCÍ1(xi), g(xi)), Оо<х1, 而 fflg=k, 
k(xi) = min(f(x:), е(х1) J, 0=<x =< 1, 0 

БУЕ ХАО, кена 显然 有 一 最 小 


上 界 和 一 最 大 下 界 ， 故 & 构 成 格 ，《 “车 zUg=h 则 8 中 任 习 0 
元 w, 满足 wef, wer 可 推出 Ww 之 rr，。 同 理 f 人 re=k 是 最 * K с 


BT) 

其 次 ， питна -NEEM | 

la) S, США 1, 
4 ах, оч) ， Ta(xi, O # ФЕ, a ro | 
ся š 0 <xi< 1, жетп (f, (xi, +, аба), OFE, 
_ ， 挤 以 8 中 任 一 个 子 集 必 有 一 个 最 小 上 界 和 一 个 最 大 下 界 
8 3, 求 证 ， 任 一 个 完全 格 有 一 个 零 元 素 及 一 个 全 元 素 。 


[ ж. RED, в 有 一 个 最 个 上 界 和 一 个 最 大 下 办 ,此 好 

为 G 的 全 元 素 和 零 元素 。 

4. 如 果 带 有 一 个 全 元 案 的 一 个 半 序 集合 里 ， 往 个 非 
ARE Ten, b 求 证 ， 这 个 半 序 集合 是 一 个 完全 格 。 

e ' WS 是 带 有 一 个 全 元 素 的 一 个 半 序 集合 ， 我 们 先 证 

个 
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кылг С. 


Ж: 设 G 是 一 个 完全 格 ， 那 末 G- 当然 可 视 为 它 Жр Я 


SS 里 的 任 一 元 素 a ， 有 l >a, XS 里 每 个 非 空子 集合 


有 一 个 g,1.b; 因而 子 集 合 里 每 个 元 雪 соь, ЈАНИ 
里 任意 两 个 元 素 都 有 一 个 最 小 上 界 及 一 个 最 KFR, MAS 
是 一 个 格 。 | Е 
其 次 ， 若 A 为 3 中 任 一 非 空子 集合 ， 如 果 A 包 含 全 元 素 
则 1 即 为 A 的 最 小 上 界 。 | с 5 
若 A 不 包含 1 ， 但 由 于 A 中 的 每 一 个 元 素 都 有 二 界 ， 因 .地 
而 A 必 有 最 小 上 界 , 再 由 已 知 条 件 及 定义 知 8 是 一 个 完全 格 。 二 O 
у ш 7 | 


1. 如 果 一 个 个 不 是 分 配 的 ， 求 证 一 个 5 阶 子 格 ， 其 图 解 
是 8 1 里 第 1 图 或 第 2 图， 并 证 明 ; 一 个 非 模 格 含有 一 个 于 
格 ， 其 图 解 是 $ 工 里 第 1 图 。 2. 
证 ， 先 证 第 二 部 分 ， 为 了 达 到 这 个 自 的 ， 我 们 先 说 明 格 e 
L 是 模 格 的 充 要 条 件 为 L 不 含有 适合 条 件 . 
uv 且 uUw= vUw, unw=vfw 的 三 个 元 素 uyvyw — 
ў uks=u Uw(=vUw)， Шш vw), ШЕ | 
©, Т О. 含 如 图 (一 )、( 二 ) 那 样 的 ， i 
由 下 个 元 作成 的 也 格 。 


= 

r ы . . ' = 
ааа pA + . P се, ` f... 

Ке Зара ЕИ Ii oar е УЛГУ 

БЫ o б. А ДЧ . И) `. Q... А аа? 四 

- È КАН Б 1 = КАЛ 1 
ы: : Р. Y H 


„Са, 
Umata U Q Q. ayq 


ЕО 
ЕТ ЖЫР 


. ` бе КА 
n š : үз "> Т - 
II 


下 面 就 来 证 明 ， 假 设 有 适合 (1 ) 的 三 个 元 , 则 因 uz>mw 
Hufl(vUw)=uN (а) = uv=vU (УП w) = v U (u Ü 
w)， 故 由 定义 可 知 ， 工 不 是 模 格 。 

反之 ， 若 工 不 是 模 格 ， 则 有 适合 

ar acUp)>cU(anpb) 的 ay,byc 

3⁄⁄2u=afl|(ceUb), у= с (аЬ), H 

и 22у 22 (а ДЪ) Пъ= а ъа П (cyb) П b=uñb 

“nflip=vflp， 再 由 对 偶 性 得 uUp=vuUpb 因 此 ， 若 设 
w=b， 则 得 (1)， 其 图 如 (一 )。 

其 次 证 第 一 部 分 ， 如 果 格 LEED, MELE 不 满 
Д1, 故 世 也 不 是 模 格 ， 再 由 上 面 已 证 过 的 结论 得 知 世 有 一 
个 5 阶 子 格 ， 其 图 解 为 图 (一 ) 或 (二 )。 

2. 求 证 ，A ,的 子 群 构成 的 格 不 是 模 格 

证 ; 从 习题 14 第 1 EW ( 2 ) 可 知 

A= {0i аз, Gs, Gs 010， A 1з, G узу ET 

Arr Goo Azis в;,}={(1), (234),(243), 
(12)(34), (123), (124), (132). (134), (13) (24), 

(142), (14), (14) (23) } 

BAA, т» 可 知 它 的 子 群 共有 10 个 ， 即 

A 

= { (1), (12) (34), (13) (24), (14) (23) } 
з= ( (1), (234), (243) } 

т, = { (1), (123), (132) } 

= ( (1), (124), (149) } 

3 = 4 (1), (134), (143) } 

= { (1), (12) (34) } 
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"r „yrei чн -Hi 


Р £ x i f 


={(1) (13)(24)} 
L= ( (1), (14), (23)} 
={(1)} f 
„>, 1, П (Ls ЈО) = 1, ПА, ZL, 
L, ОЧ, П 13) =1 UL i = L 
1, (Ls UL) +L: U CL, N La) 
故 A ,的 子 群 构成 的 格 不 是 模 格 。 | 
3. 如 果 G 是 一 个 群 ， 由 两 个 元 素 a 及 b 生 成 ， 而 a 及 b 适 合 
ap =1,рр = 1, b'lab=an, 这 里 pp к= 1 (modpm) 
求证 : G 的 任意 两 个 子 群 可 交换 ， 应 用 这 结果 求证 G 的 子 
群 构成 的 格 是 伐 格 。 


证 ，(1)…G 是 一 个 群 ， 且 它 是 由 a 及 b ЕШШ, WEG 


中 ， 它 的 子 群 有 G = [ab] 本 身 还 有 [1]、f[a]、f[b] 以 及 [a] 


中 子 群 及 Cb] 中 子 群 。 但 在 Ca] 中 的 任意 两 个 子 群 显然 是 可 以 


交换 的 ， 同 样 Cb 中 的 任意 两 个 子 群 也 是 可 以 交换 的 。 青 由 


条 件 b-:ab= an，pm | rp ”1 可 知 Ca] 是 不 变 子 群 , 故 有 i 
[alCb]= (bJ (fa)3< (a), +, G 中 任意 两 个 子 群 都 可 以 交换 。 x 


(2 ) 设 g:，g:，gs 是 G 的 任意 三 个 可 交换 的 子 群 ， 其 中 
不 妨 设 9 之 3,， 先 考虑 gi 站 (Р. Џез), ШР Ugs AFRE, 
к п.б, 0, NLH, rs ERIT E, Не, Џез = 

gs =gsg:， 于 是 若 mEgif (2, Ur) т=н, Є, Bm= 
hh 这 he К: C€ @, 由 hh = hzhs 得 h: thi Shs Е, 
之 7,， 故 这 个 等 式 的 左 端 表示 g ;的 一 元 素 ， 于 是 hs€ p, А 
hs Єв, N Es, е N (Р, UZ) «се, UG 19, X 8 


ЕАР МЕ ТЕЁ ED 
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g N (g; UZ: PE: U (g, Пез) 

wg П (g, Џез) =g: U i Ng) Б 

“ G 的 子 群 袍 成 的 格 是 模 格 。 Н ° 

4. 如 果 在 一 个 模 格 世 里 ，a 复 жаПр, 求证 ，aUb 复 盖 | | 
b、 具 有 这 个 性 质 的 格 叫 做 半 模 格 。 验 证 ， 具 有 下 面 图 解 的 
格 是 半 模 格 ， 但 不 是 模 格 。 

证 ， 设 a 复 盖 aflb， 此 时 ， 只 有 两 种 情况 

(i)a>b, Ha#š ‚ Hija U b= a# жр 2 

(ii)a 与 b， 不 能 互相 比较 ， 这 时 若 aUb 不 能 复 盖 pb 即 o 
存在 一 元 素 c， ia Ub>>:>b, Нсжа, 这 时 就 有 适合 c>>b 
Нс\)а= buUa(C=aUbyecUtbUa)y=ech (cUa) = c> О 
b= bafib=bU(efia) 故 不 是 模 阁 ， 与 已 А7, 因此 

aUb 复 盖 b。 | и: 


Нк, MERR ЕШИКЕ Н, ETER. 
若 要 证 它 为 半 模 格 ,只 须 证 明 下 面 几 种 情况 (因为 ab 互 7 
тз жили, жава) TRY 

(a= 2, -bs=6， 则 afnib=3 被 a Е. 盖 ， fia un- = та А 
8 жь, torioa 
190 i Е | | бср эё. Е —+ a 


.. ЕЁ 
_ ` ' P.S a RT a 
4 — T’ . . aa ка т. a | . 
=. бо, . i МЕ... гра. М; . оз 


(а= 3, b= 5, ШВ, 
,满足 a 复 盖 a 1b 者 ( Eka ,b BABA ш?) Я \ 有 以 上 两 种 ， 
| 故此 格 是 半 模 格 。 | | 


.下 证 它 是 韭 模 格 。'* а= 2, b= З, с= 7 Ву, 满足 


а20 аб 00 о = 2 1 = 
б) (ае) = 3 ЦА = З 
2 头 3 故 非 模 格 
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1。 设 A 是 格 工 的 一 个 子 集合 ， 如 果 (1 )a,b€ A 可 推 得 a 
NbEA, %Ң(2)аеєАЖКхЄе Н #а\хє A， 则 说 A 
是 一 个 理想 ， 如 果 对 于 固定 的 a€ L，A 由 能 使 x 之 a 的 所 有 X 
ELIR, WARNER, 20а). Ri: LESK 
链条 忻 必 须 而 且 只 须 二 的 每 个 理想 是 主 理 想 。 

证: 必要 性 : RL 是 格 ， 且 适合 降 链条 件 ， FRAEN 


‚ 工 的 子 集合 ， 它 是 A = (x |x>aCL, smg} 


#b,c€ A， 且 b>*， 则 由 题 设 知 p= b Dbe > bni 


”=e， 其 中 每 个 b: 是 bi NAAN 再 由 格 的 定 я 它们 


必 满足 半 序 定义 中 的 Pa; 故 b>es bflce=c€ A. |. 


СК, ЖЪЄ А, x€ Ls 由 格 的 定义 知 pbUx FE ва 


я жа 出 A 的 条 件 知 DUxE A, ¿ A 是 一 个 主 理想 。 


| 充分 性 ， 设 蕊 的 每 个 理想 是 主 理想 ， 则 由 定义 知 , Жа, К 
”bE A， 当 然 ?EL， 即 有 a 由 bE A, aUb€ А, ЙАМ 25 
Я inisa u.b 及 g,1,t 存 在 ， 且 车 a>b， 则 有 
|  (aUb >a>5>(afby (1) з š 
RTA a 复 盖 b， >й Жапаа, E 

ч 


由 
ñ =. Y. 
191 ый 
- т Si "и 
| ГА 
. . тоз 
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否则 ， 我 们 总 可 以 得 到 (aUb)=a1>as>…>a>al’>"… 
>as' >b>b1>…>br= (afib) 为 止 ， 其 中 后 一 个 总 是 被 前 。 
一 个 复 盖 。 这 样 已 是 合成 链 。 著 aYb， 但 有 aUb>a>anb = 
…(2)，aUb>b>anb…(3)。 若 (23)、(8 ) 两 式 的 前 项 
复 盖 后 一 个 ， 则 (2 )、( 3 ) 也 是 合成 链 ， 否 则 仿 上 也 可 以 得 и 
到 合成 链 。 | Ku 

J 题 73 


| ' 1 ,如果 a1， аз «у ат 是 一 个 无 关 集 合 ， 求证 E- Е И 

са, U °° ‚аз, bs = arisi U= Uara sare tt Е i 
Даже, 这 里 zl1<ra<…<rk=Dnoe 

YE: Ri 3501, 2, +, mn 的 任 一 种 排列 。 

{ай чаз ул { ai…au } 的 任 一 个 子 集合 ，is<m 
i s Ван П (aii Uai Uee U ait- Uait: U Ú ais < 
БЛ aitfi (ai, Јах, ТЕ U ait- 1 U 8it+1 Uee Ú ais+ı U | ü w 
ai = 0 (=й, “5 is) 55. 
С K (ai i ° vais} 是 无 关 的 。 
.. . 其 次 : ЛЕР), се, | .bx 是 无 关 元 素 | 
at аз, е, ar 是 一 个 无 关 集 合 ， 册 定理 9 的 证 明 КИ 
TAG: U: ree Ua. as) П (ag+i U- Uan = 0 а e. Я | a 
e O bN O Ue Ub Ubri Ue Ubo = 0, iat, O 0 
F КООРТ ЛАШ a 
Sa | 2. hi се, a: 是 无 关 元 素 的 一 个 集合 ， Haa Ua | ‚2 

U. Uan= 1 ,定义 bi=z1U… Ua Ua: nUe Uan (1) КЕ; 

求证 对 侦 关系 ， а 
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алт 


i a 


© 


АРЫ И i .. 7... | 1. w эү о Күз, „Pe : А А 


_ Nba Б 
| з.п Жа,, аг, an 是 无 关 的 ， еН (а, U U 25 


bi U (bi П. [] 4-1 По: + 1 [|+ Пра) = 1 
b; Nb: Ae fibn= 0 ' 
а=, П: : (1bi- ‚Пы. 人 bn 


b. EOR, b 这 个 元 素 不 包含 ai ， 而 其 余 n- 1 O 
个 aj 都 包含 在 bi 内 ， 又 从 定理 9 可知 : 
(аа 0" 'UarUar+,i Uee Uas) (a, U” Uar (ТИП 7 


Е а) =а U Uar Е 
р, p. шуак, Nba N hii Abisi N 
(Ibn=ai (1) | 
шып, Uee Ubi-i Ubi, i U Ubn)= (a) U ~" [J ai- 


Шана" Uan Џа= а, Ча О“ ‘Uai-i UaiUai,,U | 


..Uan= 1 
Як. bi Nb: П: .Nbn= (b, Nb Ne ‘Nbn- 1) N bn 
_ =anfl a Ua: U Uan-i) = 0 
最 后 : 由 (1 ) 式 即 知 ai= 0, Nbe fl Nb Abie П 


an) Паһ = 0 


(1 ) 求 证 ， 元 素 ai，as，…，any an БЕЙ, x 
“(9 ) 求 证 ， 集 合 ai，as，…， ax 是 无 关 的 必须 而 且 只 
Tla U Јар laisi = О (i= 1, 2, ~, п- 1 ) 
ECL) ai аз, ‘~, an 是 无 天 的 О. 
| | eain (а. U: м-н . Jan) =0… . 1) 


_ ( 1 ) 式 说 明 ai 与 al，…: э, 81-1 aitis s ап 的 交 都 是 零 。 | р 


| 同样 由 (a1U… Uan) flans = 0, M Ban 与 ay 


an 的 交 也 都 是 零 ， 因此 ai Ба, °... ai-i% iri °° amp. 


+ i ` ， 
. E 
А ， l. . ` ‚ | 
. . . ' . . Tia 4. Ы А Ы И ; ... а А `. . 
- C —nmk- „ылд. AE. -P PLA E FO t aw ай 


an ,的 交 EIP, 

а: П (а. Ue “Uai-1 Uair U” Uan Uan) = 0 (i= 
i, n+ 1) 

HE Ха, `, ап, m ЖЭЙ, 

a Жа s. , ап 365, 由 习题 73 第 1 题 和 它们 
任 一 个 于 集合 是 无 天 的 ， 央 上 有 

(aiU ee Џао Паз, = 0 Gi=1, +з, nai). 
反之 ,车 (ai U Па) Пан. = 0 G= 1, =, h- 1) 


Заз, аз, 5 ar 中 的 任 一 个 元 素 与 其 余 的 元 素 的 交 都 o 
3%, Яа (П (а, Ue Uai Јаз, Шап) = 0. В Ж 27 


‚ Жа, аз, e 830 是 无 基 的 。， 


LELEA ER R: Tao as y аж 


关 的 必须 而 县 只 须 

| Llai Ua, U Ua (ай + L(a) += + Llan) | 
证; ра АЙ, Ж анк, 

| Жа, azo to n EERE, ш. 1 题 A Е 

一 子 集合 也 是 无 关 的 。 


la N (a, 05 ‚Ше Јаз) = 0 即 1Catf (а, Џ- "ТШ 


an) ) = 


т SREL U= Uar = ICa; U (а, Ute Јаһ)2. 


=](a,) +1(а, U+ Uan) | 
HE, Na, Әз, "°° an> HJ, W la, Yee Jax) = KEP 


U (as Ute Uan) =La) + as U= Uan)， 以 此 类 推 ， 即 得 


1а, U Uan) =1(а,) + 1(а,) +e + Кап) 


2, illai Uw Uan =La) +1(a,) ++ 1(an) 我 


们 证 明 a1， a29 "э an 是 无 关 的 。 
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- mmga. . 


mio R 
us ` К ч = 
. * 
ИА 
r 过 


Е 


由 维 数 关系 公式 得 知 ; ia, Ua; U…Uan) =l(a,) + 
(а, Uas U+ Uar) – 1а, П (а О: Uan)j=1(ai) +1 (az) 
+1 (а. U-¢ Шат) ~ Са, (а, U- “аә 2 ~ 1 Са, [| (аз (ee 
Uan j= =l(a,) +l(a,) + +1 (аһ) – 18а (a, 0 U 
ап) — ILa N Саз 7 Uas :)] 一 … .— Ilan- Пап) . 

HFa U Uar) =1(а,) + Ка) += + Маһ) 


Ж Ка, П (а, U: Uan) +1 (а, П (as Ue Je an) ++] (ап- 1. 
faz) = 0 又 维 数 1[ai N (ai+ı |) ... |Jan) J = Ü 因此 要 使 上 


IWK, RA 1Са: [| lein: 1... Цан) 21 = 0 Rai f) (au, |) ... 


Џа) = 0 (i= 1，2，…,n~ 1), ЯНКА a 题 知 al | 


, 35, "~, аъ 588), 
5] 题 74 


1. 求 证 ， 对 于 一 个 有 余 借 格 ， 可 从 两 个 条 链 件 中 的 任 一 
个 推 得 另 一 个 。 


证， UE а АНАН 0 及 1。 今 设 工 适合 
降 链 条 件 ， 则 二 含有 点 。 | | 
《1 ) 若 1 是 0 的 复 盖 ， 即 11 是 一 个 点 ， 则 命题 成 立 。 


. (2 ) 若 1 不 是 0 的 复 益 ， 即 1 不 是 一 个 点 ， Ий > 


0, 使 1 =a>a,> 0, Фа pE 0 ЕЁ, | (25 18 1 


| =a >а >з, > 0, 由 假设 LERH EZ, з 这 方法 
进行 有 限 次 后 ， 必 将 停止 下 来 ， 而 达到 工 里 一 点 an 复 盖 0， O 
К: | 


1 = ауа >а, >а: + = 0: (1) 

由 此 可 见 ， 这 是 工 的 一 个 合成 链 ， 由 于 这 个 链 的 存在 ， 
就 可 以 推 得 两 个 链条 件 ， 从 而 也 可 从 两 个 链条 件 中 的 任 一 个 
| | 195 


推 得 另 一 个 。 Б 
这 是 因为 车 р, € L— Jš, Арид, 的 一 个 余 元 素 ， 洛 

р, 3 0 由 (1 ) 得 一 扩 Pz «<р, ~" pi Пр =0， 故 biUp， 
>p. X bi Upb:* 有 一 余 元 素 ， ECF о, рз, Г E к 
是 (pi ЈР») N Ps = 0 H pı Ор Ор: 2р, UP: >p Ж#Б 
行 下 去 ， 得 Di，p*，ps，… 由 (1 ) 可 知 ， 到 S 次 后 ， 就 要 终 
正 ， 当 这 种 情况 出 现时 ， 可 知 p I Up. U Ú ps 有 0 作为 余 
元 素 ， 这 意味 着 1 = pi:Up:U…Ups 故 1 是 有 限 个 点 的 一 ш 
个 1, u,b， жш рї 是 全 (pi Up, U: UPD N Piri = оа Н 
0 (i= 1-8-1), x | кы. 


зэ. МҮЛ КЫРУ С... КИЛИ 
u са ТҮ -. . ... toa 
уы Ж ШУ : 
жї OK Тош. 
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1. 求 证 ， 任 一 个 布尔 代数 关于 两 个 合成 a@b= (Ub) > ` 
Eoo Na Ub)，aQ@b=aUb 定 义 一 个 环 。 Жї: ab= 1+ar ^ 
Eb，a@b= a+b+ ah 这 里 + 及 ,是 按 书 中 定义 的 合成 。 — 
a" RE: (1 ) 中 满足 交换 律 Б 54 
„афу = (ayb Na Ub) = С(ауь ) Па’? U (ай Е Si 4 
b П = (ala U 0 Па’) Шай уб Ы oo 
= (0 Па) Џ (аЬ) | 
Ь@а = (b U a” NO Ua) = Са) Nb IULbUa’) 
. flal= ФПЬ ) U Ga’ nb YU NDU Ca’ Па) 
= (a’ Nb) U (b la) .aDb = b@a 
( 2 ) 田 满足 结合 人 | 
首先 “(a@®Bb)’ = ((b” [l a” ) U (a NDI’ = Cb’ na“)n 
(aflb)’ = (bUa) Na Ub!) 
REO) = (b U e” ПФ Ue) . 


- pE 
` = ' x. 
` ka уте : - 
. ` А үз ОН ол 
. эйт = a 
. oLa Tems mesas Т 
А > 上- їз 
` ` КЕ БЫ А е й 
. - элё А Б лб. 
со. т ТЕХ АЙЗА ТЫС з 
27 тет МАА с 
. : ©з 4С 


. 


“是 可 交换 的 。 


| | 
Фе)! = (e Jb) (1 (b! Ú /› 
(аФ0) Фе = Cab Џес’) NC ah” Ucs aU . 
b NE  UbJDUe y 4с Фуа) Й (а 0) 20}. 


=( Ub Џес) Па’ NbN П Пай Й (а Ú Е Е 


v U) 


а@ (Фе) = (a U OAIN Са U Фе) ) = {aU C | i 
(со Й Ue n {а UEUN ('Ue 
=(aUcUb (a Ub' Ue ) a UbUe’) N (a "U 


b' Uc) 
„ (ab Фе = аФ (Фе) | | 
(3 ) 对 每 一 个 3， a@1 = (aU 17) l (a U 1) 
| = (a 0) N (a’ U1)=afl1=a 


E 1860 s 


(4 ) 对 每 一 个 a，aa = aUa) П l! Ја) = 1 л і 


= 1 即 a 的 逆 元 是 a 


O ` RERRERTOR— SARN 


(5 ) 对 外 法 显然 是 结合 的 ， 因 为 关系 吕 是 结合 ш HO 


` 


( 6 )WTDCOB ЕУ 
‘CcO(aBb) =c U (a@b) = 1] ( aUb”) П (a Ub)) ` 
| . =(cUaUb ) N cUa’ Ub) 
而 (c@Oa) 中 (c@b) = (сЏа)Ф(сЏЬ) = TUa)U 
= Ub Й ((eUaU(ecUb) 3 = ((eUa)U 
(e ПЫ) Tf Ce Па) (eUb) ) =(cUaUc) 


lecUaUb NE Џеуъ) а UcUb = 1 Пе 


(cUaUb ndina'UcUb)=(cUaUb nN 
2197. 


eT 
TT төлү сү А, 


2, 如 果 e 及 ft 是 一 个 环 的 同 势 元 素 ， 并 且 ef = fe， 证 明 ， 
efKe+ f- ef 是 同 势 元 素 。 求证 ， 属 于 带 恒 等 元 素 的 任 一 个 
E 环 的 心 的 同 势 元 素 关于 合成 eUf= e+f- cf, en t= ef 成 一 


apb = 1 +a+b; аә = a+ b+ ab 


(а^ UeUb) | 
s cO aD) = (Фа) DOP) ш м 
Е (а@Ъ) Әс= (абс) Фс) ОЖ 
故 布尔 代数 关于 四 ，@@ 运 算 成 环 。 | 
对 于 第 二 部 分 : | 
ё©%+а+®б=(1+аД)+Ь1={(1[Па))(1'/[а)) 

+b= ((1 Па) Џ (0 Па) 2 +b=s +b = (a 
b) U (a lb) = a@b 


о. “ tss с 
ai E Гы, КЕ k: Taku, * 
`" 


a+b+ab= ( (a+b) fi 2 0 Cr N (aD) ус 


= CANDU NDI Пай Сады) 07 
Ua Пъ) П (ай) = (aN I уа ПЫ) ° 
П (а^ Ub )р С ‹айь”)/ Na Nb) 1’ П (anb) > 
=(((aflb'xU(a' NDI NG Yb YU aU b) 3 
人 (af 站 pb) 利用 可 分 配 的 及 交 的 性 质 得 
= (а) U (a Nb) U (a Nb) 

”再 利 用 可 分 配 的 及 有 余 的 性 质 得 | 
= (Ur Џа) П 6 Ua Ub) Й (CaUbUa П 
(а0ЏЪЏЪ) ) = (11) П(аПъ) П (аъ) 
= (аЬ) = аб ` 


| 注 ， 在 上 面 计算 中 (b/. Пай) = 0 ` (aflb’ Па”) 
= 0 EH Naflb)= 0 


a С ' 


个 布尔 代数 。 
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Ñusa — 


` >. 
` 
a 
F 


Е: (ef)? = (ef) (ef) =e(fe)f=e(ef)f=e:f2=ef 
(еж е-е)? = (e+f-ef)(e+f-ef)=e:+fe- 
efe+ef+ f? ef? ef- tef + е? f? 

=e+{fe-e'f+ef+f-ef-ef-ef’+ef 
=e+fe-ef+ef+f-ef-ef-ef+ef 
о ше+{—е{ | 
ef 及 z+f~ ef 是 同 势 元 素 
沪 e,f 均 属于 环 的 中 心 c， 则 et， e+ f- efEc 
又 因 环 中 任意 元 x，(ef)x= e(fx) = e(xf)= (ех)? 
= (xe)f = x(et) 
(e+Í-—ef)x=ex+Ííx- (ef)x= ке+ х#- xef) 
=x(e+f-—ef) | 


设 环 中 属于 中 心 的 同 势 元 素 全 体 记 为 B， WU, NÆB 


ШЖ ИШ, Н. 


(jeflf=ffle, eUf=fUe ` 


11) (е0? Џе= (е+?- е) +с-– ес - Ёс+ еѓе 


=е+ (Се Ее) –еѓ-ес+еѓс= е (Ее) 


(ейі) Ne= (еЎ)с= е(ёс) = е0 (е) 
(еЏе=е+е-е? = е+е-е=е 
еПе=е? = о 
(1у) cU Пе=е, (ей) Џе=е 
(202) Ne= (et f- оғ)е= е? +ѓе-– ete= etfe- 
еї = с + ѓе ~ еї | 
(ND Uer efte- «денег ете f 
=е{+е-єї=ө 


0, 182589 24 л. 因为 对 B 中 任 _ 元 e 


: . ` ёз | ` 
бое . . . ` ` 
`. "i. w | i | 
ышы йын И. _ _. ‚оо. ' : W. asa ` 
- : сз k. у ШП ТНА козш ШМ aa kre = -a ЧИН Li a 
g А -EE 2. - .. ` ha ‘u. 


77 

' : А л 
wa А -+ 

= `. 

. ы Е 


Wm 
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# 


efl|0 =es0 = 0 “8 之 0 
1 Ue= i +e-e=1 „1ге 


“分 配 律 亦 成 立 


(е?) Ng=(e+f-ef)g=eg+fg- efg 
= eg+ fg ~ egfg = (e lg) U (f [] z) 
后 B 是 有 余 的 

тес ей Ше Пе= (1-е)е= е-е= 0 
e Џе= 1 -е+е- (1 – е)е 

i -ете= і 
故 了 是 一 个 布尔 代数 。 | к 
3. 如 果 对 于 任 一 环 存在 一 个 素数 p， 使 环 里 每 个 a 适合 


 ba= 0 及 ap= a， 求证 ， 这 个 环 是 交换 环 。 


” HE: 为 了 论证 简明 起 见 ， 仅 就 p = 5 的 情形 加 以 证 明 ， 
至 于 一 般 的 素数 p， 证 明 方 法 完全 一 样 。 
设 &,b 为 环 中 任意 元 ， 于 是 
(a+b) =а+ А, +А, +А, +А,+ь°. 
Яф, А, =а*+а%а+а?а? + ара? +Ъа“ 


RAA (i= 2,8, 4 ) 是 指 乘积 中 所 有 这 种 项 的 和 ， 


+ 


它 的 每 项 中 b 出 现 i 次 ，a 出 现 (5 -i) 次 。 即 A:，A, 都 包含 


1021, A4 有 5 项 。 由 (a+b)5= a+b, a"=a, =b 得 
E A tA, +A, + А,= 0 

” ”上 上 式 对 任意 的 与 b 都 成 立 ， 因 而 分 别 用 2b， 3b, 4b# 
” 代 b 后 仍然 成 立 。 ша RE jA. FE 
pe Toma, 

А, +А, +A; + ДА, = 0 
2А,+2%А,+2%А,+2*А,= 0 


3A,+32A,+3 A, +31A,= 0 
4A,+42A,+4 A, +41A,= 0 
这 方程 组 的 系数 行列 式 为 
1 1 1 1 
2 2? 2 2: 
з 8? з? 3! 
4 4? 4% 4! 
分 别 依 序 用 这 行列 式 中 第 一 列 元 素 的 代数 余 于 式 乘 方程 
组 的 第 一 、 二 、 三 、 四 方程 后 再 相 加 起 来 ， 就 得 mA = 0 
H Tm 5 行列 式 。m= 41 (4 一 838)2(4 一 2) 
(38 ~ 2)， 它 是 每 项 都 小 于 5 的 正 整数 的 乘积 ， 而 5 是 素 
数 ， 所 以 m 与 5 互 质 ， 于 是 存在 有 整数 r,s, 使 5r+ms= ` 
.1 ， 因 环 的 特征 = 5, WA | 
А, = (5r+ms)A,;= 5 ГА, +s(mAÀ,)= 0 
通过 直接 计算 可 得 aA,-Ala=ab-ba 
由 A,= 0， 得 ab-ba= 0， 即 ab=ba 


m = 
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